LOI NOI PAU

“Alorithms + Data Structures = Programs”
N. Wirth

“Computing is an art form. Some programs are elegant,
some are exquisite, some are sparkling.

My claim is it is possible to write grand programs,
noble programs, truly magnifient programs”
D.E.Knuth

Cubn sach nay trinh bay cac van dé co ban, quan trong nhat ciia Cau
truc dir liéu (CTDL) va thuat todn da duogc dé xuét trong IEEE/ACM
computing curricula, theo quan diém hién dai.

Khi thiét ké thuat toan dé giai quyét mot van dé, chiing ta can phai st
dung cac ddi tuong dir liéu va cac phép todn trén cac doi tuong dir ligu ¢
muc do triru tugng. Mot trong cac ndi dung chinh cua sadch nay la nghién
ctru cac kiéu dir lidu triru tuong (KDLTT) va cac CTDL dé cai dat cac
KDLTT. KDLTT quan trong nhét 1a tap dong (mot tap ddi tuong dir liu voi
cac phép toan tim kiém, xen, loai, ...), KDLTT nay dugc st dung rong rai
nhat trong cac chuong trinh ung dung. Cac KDLTT co ban khic s& dugc

nghién ctru 1a : danh sach, ngan xép, hang do1, hang wu tién, tr dién, ...



Chung ta s€ cai dat cac KDLTT boi cac lop C + +. Sy cai dat cac
KDLTT béi cac 16p C + + cho phép ta co thé biéu dién cac dbi twong dir liéu
va cac phép toan trén cac dbi tuong dir liéu trong cac chuong trinh ing dung
mot cach toan hoc, ngén gon va dé hiéu, tuong tu nhu khi ta st dung cac )
nguyén, sd thuc trong chuwong trinh. Mot vu diém quan trong khac 13, né cho
phép khi thiét ké va cai dat phan mém, chiing ta c6 thé lam viéc & muc do
quan niém cao, c6 thé thyc hanh dugc cac nguyén 1y 1ap trinh.

Véi mdi KDLTT, chung ta s& nghién ctru cac cach cai dit boi cac
CTDL khéac nhau. Hiéu qua cua cac phép toan trong mdi cach cai dit s&
dugc danh gia. Sy danh gia so sanh cac cach cai dat s€ gitp cho nguoi s
dung co6 su lya chon thich hop cho tirng chuong trinh tng dung. Thong qua
su cai dit cac 16p C + + cho mdi KDLTT va cac chuong trinh tng dung
chung, doc gia s& dugc cung cap thém nhiéu ki thuat 1ap trinh hitu ich.

Su nghién ctru mdi KDLTT s& duoc tién hanh qua cac budc sau day.

e Dic ta KDLTT. Chung ta s& mo ta cac ddi tuong dit liéu bang cach st
dung céac ky hi¢u, cac khai ni€ém toan hoc va logic. Cac phép toan trén
cac db6i tuong dir li€u s€ dugc mo ta boi cac ham toan hoc.

e Lya chon CTDL thich hop dé cai dat ddi tuong dir li€u

o Thiét ké va cai dat 16p C + +.

e Phan tich hi¢u qua cua cac phép toan.

e Cac vi du ing dung.

Té chirc sach

Noi dung ctia cudn sach duge t6 chire thanh ba phan. Phan 1 s& nghién
ctru cac CTDL co ban dugc sir dung dé cai dit cac KDLTT, d6 1a danh sach
lién két (DSLK), cay tim kiém nhi phan (TKNP), cay tht tu b phan (heap),
bang bam. Danh sach, ngan xép, hang doi s& duoc cai dit boi mang hodc boi
DSLK. Cay TKNP duogc st dung dé cai dat tap dong. Hang uu tién duogc cai
dit hiéu qua boi heap. Bang bam 1a CTDL rat thich hop dé cai dat tir dién.



Trong phan 2 chung ta s& nghién ctru cac CTDL cao cap. Cac CTDL
nay c6 dic diém chung 1 sy to chire dit liéu va cac phép toan trén cac CTDL
nay la kha phtrc tap, song bu lai thoi gian thyc hién cac phép todn lai hi¢u
qua hon. Chiing ta s& nghién ctru cac loai cay tim kiém can bang, cac CTDL
tir diéu chinh, cac CTDL da chiéu, ... Pic biét, chung ta s& dua vao k¥ thuat
phan tich tra gop, day 1a k¥ thuat phan tich hoan toan méi, dugc sir dung dé
danh gia thoi gian chay ctia mot ddy phép toan trén cac CTDL tu diéu chinh.

Phan 3 danh dé no6i vé thuat toan. Chung ta sé& trinh bay phuong phap
danh gia thoi gian chay cua thuat toan bang ky hiéu 6 10n, va cac k¥ thuat dé
phan tich, danh gia tho1 gian chay cua thuat toan. Mot ndi dung quan trong
ctia phan nay 1a nghién ctru cic chién luoc thiét ké thuat toan. Chiing ta s&
trinh bay céac chién luogc thiét ké thuat toan hay duogc sir dung 12 : chia - dé -
tri, quy hoach dong, quay lui, ... Cac thuat toan s.'flp xép, céc thuat toan do
thi ciing s& dugc nghién ciru. Cudi cing ching ta trinh bay mot van dé c6
tinh chat 1y thuyét, d6 13 cic bai toan NP — kho va NP - day du.

Str dung sach

Dé doc cudn sach nay, doc gia can phai biét 1ap trinh dinh hirong dbi
tugng v6i C + +. Tuy nhién, chung t6i di dua vao cac chuong 2 va 3 dé trinh
bay mot sb vin dé& quan trong lién quan t6i thiét ké 16p C + +, giup cho doc
gia chua biét C + + ciing c6 thé hiéu dugc cac chuong tiép theo.

Noi dung cia sach ndy dé cap t6i nhiéu van dé hon 1a ndi dung cua
gido trinh Cau trac dit liéu va thuét toan cho sinh vién cong nghé thong tin.
Theo quan diém cua ching tdi, trong gido trinh Cau trac dir liéu va thuat
toan cho sinh vién cong nghé thong tin, chi nén dua vao cac chuong 1, 4, 5,
6,7,8,9cua phén I va cac chuong 15, 16, 17, 18 cua phﬁn II. Néu sinh vién
chua dugc lam quen voi sy danh gia thoi gian chay cua thuat toan, thi noi

dung chuong 15 can duoc day trude.
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PHAN 1

CAC CAU TRUC DU LIEU CO BAN
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CHUONG 1

SU TRUU TUQNG HOA DU LIEU

Khi thiét ké thuét gidi cho mdt van dé, ching ta can st dung su triru
tuong hoa dir li€u. Sy triru tugng hod dir li¢u dugc hiéu 1a chung ta chi quan
tam t6i mot tap cac déi twong dit lidu (¢ muc d6 triru twong) va cac phép
todn (cac hanh dong) co thé thuc hién duoc trén cac doi tuong dir liéu do.
Véi mdi phép toan chiing ta ciing chi quan tim t&i diéu kién c6 thé st dung
n6 va hiéu qua ma n6é mang lai, khong can biét n6 duogc thuc hién nhu thé
nao. Su truu tuong hoa dir liéu dugc thuc hién béng cach tao ra cac kiéu dix
lidu triru twong. Trong chuwong ndy ching ta s& trinh bay khai niém kiéu dir

liéu triru tugng, cac phuong phap dac ta va cai dat kiéu dit liéu triru tuong.
1.1 BIEU DIEN DU LIEU TRONG CAC NGON NGU LAP TRINH

Trong khoa hoc may tinh, dir liéu duoc hiéu 1a bat ky thong tin nao
duogc xur ly béi may tinh. Dir li¢u c6 thé 1a sb nguyén, s6 thuec, ky tu, ... Dt
lidu c6 thé co cau tric phuc tap, gém nhiéu thanh phﬁn dit liéu dugce lién két
v61 nhau theo mdt cach nao d6. Trong bd nhd ciia may tinh, moi dit li¢u déu
dugc biéu dién dudi dang nhi phan (mot diy cac ky hiéu 0 va 1). D6 1 dang
biéu dién cy thé nhét cua dir liéu (dang biéu dién vat 1y cua dir liéu).

Trong céc ngoén ngtr 1ap trinh bac cao (Pascal, C, C+ +...), dit li¢u
duoc biéu dién dudi dang trtru tuong, tuc 1a dang biéu dién cua dit liéu xuat
phat tir dang biéu dién toan hoc cua dit liéu (str dung cac khai niém toan hoc,
cac mo hinh toan hoc dé biéu dién dit liéu). Ching han, néu dit lidu 1a cac
diém trong mit phang, thi chung ta c6 thé biéu dién né nhu mét cip sé thuc
(x,y), trong do s6 thuc x 1a hoanh do, con s thuc y la tung do cua diém. Do

doé, trong ngon ngir C + +, mot di€ém duogc bi€u dién bdi cau truc:

13



struct point

{ double x;
double y;

K

Trong cac ngdn ngilr 1ap trinh bac cao, cac dit licu dugc phan thanh
cac 16p dir liéu (kiéu dir liéu ). Kiéu dit liéu cua mot bién duoc xac dinh boi
mot tap cac gia tri ma bién d6 c6 thé nhan va céc phép toéan co thé thuc hién
trén céc gia tri d6. Vi duy, c6 1€ kiéu dit liéu don gian nhét va cé trong nhiéu
ngdn ngi 1ap trinh 13 kiéu boolean, mién gia tri ctia kiéu nay chi gdm hai gia
tr1 false va true, cac phép toan co thé thyc hién trén céc gia tri nay la cac
phép toan logic ma chung ta da quen biét.

M&i ngén ngir 1ap trinh cung cép cho chiing ta mot s kiéu dir liéu co
ban (basic data types). Trong cac ngdn ngit 1ap trinh khac nhau, cac kiéu
dir liéu co ban c6 thé khac nhau. Ngon ngit 1ap trinh Lisp chi c6 mot kiéu co
ban, d6 14 cac S-biéu thirc. Song trong nhiéu ngdn ngit 14p trinh khac (ching
han Pascal, C / C + +, Ada, ...), cac kiéu dir liéu co ban rat phong phu. Vi
du, ngon ngir C + + cb céc kiéu dit liéu co ban sau:

Céc kiéu ky tu ( char, signed char, unsigned char )

Céc kiéu nguyén (int, short int, long int, unsigned)

Céc kiéu thyc (float, double, long double)

Céc kiéu liét ké (enum)

Kiéu boolean (bool)

Goi 1a céc kiéu dit liéu co ban, vi cac dit liéu cua céac kiéu nay s€ duoc
st dung nhu cic thanh phﬁn co s& dé kién tao nén cac dir liu co ciu trac
phirc tap. Cac kiéu dir liéu di cai dat sdn (build-in types) ma ngdn ngir lap
trinh cung cip 13 khong du cho ngudi st dung. Trong nhiéu ap dung, nguoi
1ap trinh can phai tién hanh céc thao tac trén cac dit liéu phirc hop. Vi vay,
mdi ngdn ngit 14p trinh cung cip cho ngudi st dung mot sé quy tic ca phap
dé tao ra céc kiéu dit liéu mai tir cac kiéu co ban hodc céac kiéu khac da duoc

xay dung. Chang han, C + + cung cip cho ngudi lap trinh cac ludt dé xac

14



dinh cac ki€u mdi: ki€u mang (array), ki€u cau trac (struct), ki€u con tro, ..
Vidu. Tt cac kiéu da c6 T, T,, . T, (c6 thé khac nhau), khai bao sau

N

struct S {
T, M;;
T, M,;
T, M, ;
}

xac dinh mot kiéu cdu trac véi tén 13 S, mdi dit lidu cua kiéu nay gom n
thanh phan, thanh phan thir i c6 tén 1a M; va c6 gia tri thudc kiéu T; (i =
1,...,n).

Cac kiéu dit liéu dugc tao thanh tir nhiéu kiéu dir liéu khac (cac kiéu
nay co thé 1a kiéu co ban hodc kiéu dix liéu di dugc xay dung) duogc goi la
kiéu dir liéu cé cdu tric. Cac dir lidu thudc kiéu dir lidu ¢ céu tric duoc
goi 14 cac céu tric dir liéu (data structure). Vi du, cac mang, cic ciu tric,
cac danh sach lién két, ... 1a cac cdu trac dit liéu (CTDL).

Tir cac kiéu co ban, bang cach st dung cac qui tic ct phap kién tao
cac kiéu dit lidu, nguoi lap trinh co thé xay dung nén céc kiéu dit liéu mai
thich hop cho tirng van dé. Cac kiéu dir liéu ma ngudi 14p trinh xay dung
nén duogc goi la cac kiéu dir litu duoc xac dinh bai nguoi su dung (user-
defined data types).

Nhu vy, mét CTDL 1a mét dir liéu phirc hop, gdm nhiéu thanh phan
dit liéu, mdi thanh phén hoac la dir liéu co so (sé nguyén, sb thuec, ky tu,...)
hodc 1a mot CTDL da dugc xay dung. Cac thanh phén dir liéu tao nén mot
CTDL duoc lién két véi nhau theo mét cach nao d6. Trong cac ngdn ngit 1ap
trinh thong dung (Pascal, C/ C+ +), c6 ba phuong phap dé lién két cac dir
liéu:

1. Lién két cac dit liéu cung kiéu tao thanh mang di li¢u.

2. Lién két cac dir liéu (khong nhat thiét cuing kiéu) tao thanh ciu

truc trong C/ C+ +, hoac ban ghi trong Pascal.
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3. Str dung con trd dé lién két dir liéu. Chfmg han, str dung con tro

chung ta c6 thé tao nén cac danh sach lién két, hodc cac CTDL dé biéu

dién cay. (Chuing ta s& nghién ctru cac CTDL ndy trong cac chuong
sau)

Vi du. Gia sir chung ta cn xac dinh CTDL biéu dién cac 16p hoc. Gia
str moi 16p hoc can duge md ta boi cac thong tin sau: tén 16p, s to cua 19p,
danh sach sinh vién cta mdi td; mdi sinh vién dugc mo ta boi 3 thude tinh:
tén sinh vién, tudi va gidi tinh. Viéc xay dung mot CTDL cho mdt doi tuong
dit liéu duge tién hanh theo nguyén tc sau: tir cac dit lidu co kiéu co so tao
ra kiéu dir liéu méi, roi tir cac kiéu dir liéu d3 xay dung tao ra kiéu dir liéu
phuc tap hon, cho t61 khi nhan duogc kiéu dit liéu cho dbi tuong dir li¢u

mong muon. Trong vi du trén, dau tién ta xac dinh cau triic Student

struct Student

{
string  StName;
int Age;
bool Sex;

b

Danh séach sinh vién ctia mdi to ¢6 thé luu trong mang, hoic biéu dién
boi danh sach lién két. O day ching ta dung danh sach lién két, mdi té bao

cua no la cau truc sau:

struct Cell
{

Student Infor;
Cell* Next;
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Chung ta sir dung mdt mang dé bi€u dién cac to6, moi thanh phan cua
mang luu con tro trd téi dau mot danh sach lién két biéu dién danh sach céac
sinh vién cia mdt t6. Gida st moi 16p c6 nhi€éu nhat 10 t6, kiéu mang

GroupArray dugc xac dinh nhu sau:
typedef Cell* GroupArray[10];
Cudi cung, ta c6 thé biéu dién 16p hoc béi ciu trac sau:

struct StudentClass

{

string ~ ClassName;
int GroupNumber;
GroupArray  Group;

1.2 SUTRUU TUQNG HOA DU LIEU

Thiét ké va phat trién mot chuong trinh dé giai quyét mot van dé 1a
mdt qua trinh phirc tap. Thong thudng qué trinh ndy can phai qua cac giai

doan chinh sau:

1. Dic ta van deé.
2. Thiét ké thuat toan va cau trac dir lidu.
3. Cai dat (chuyén dich thuat toan thanh cac cau 1€nh trong mdt

ngodn ngit lap trinh, chang han C+ +)

4. Thir nghiém va sira 19i.

Lién quan t6i ndi dung cua sach nay, ching ta chi dé cp t6i hai giai
doan dau. Ching ta mudn 1am sang t6 vai trd quan trong ctia sy triru tuong
hoa (abstraction) trong dac td mot van dé, dic biét 1a sy triru tuong hoa dir

lidu (data abstraction) trong thiét ké thuat toan.
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Van dé dugc dit ra bi nguoi s dung thudng duge phat biéu khong
16 rang, thiéu chinh x4c. Do d6, diéu dau tién chiing ta phai 1am 1 chinh xac
hoa van dé can giai quyét, hay noi mot cach khac 13 mé ta chinh xac van dé.
Diéu d6 duoc goi 1a dic ta vin dé. Trong giai doan ndy, ching ta phai tra 1oi
chinh x4c cac cau hoi sau. Chiing ta dugc cho trude nhimng gi? Ching ta cin
tim nhitng gi? Nhiing cai da biét va nhiing cai can tim c6 quan hé v6i nhau
nhu thé nao? Nhu vy, trong giai doan dic ta, ching ta can mo ta chinh xac
cac dir li€u vao (inputs) va cac dir li¢u ra (outputs) cua chuong trinh. Toan
hoc 1a mot nganh khoa hoc triru tugng, chinh xac, cadc khai niém todn hoc,
cac md hinh toan hoc 13 sy triru twong hoa tir thé gi6i hién thuc. Str dung
triru tuong hoa trong dic ta mot van dé ddng nghia v4i viée chung ta su
dung cac khai niém toan hoc, cac mé hinh toan hoc va logic dé biéu dién
chinh x4c mot van dé.

Vi du. Gia str chung ta can viét chuong trinh 1ap lich thi. Van dé nhu
sau. Moi ngudi du thi ding ki thi mot s6 mon trong sd cac mon to chue thi.
Chung ta can xép lich thi, mdi ngdy thi mot sd mon trong ciing mot thoi
gian, sao cho mdi ngudi dy thi c6 thé thi tit ca cic mon ho da ding ki.
Chung ta co thé dic ta inputs va outputs cta chuong trinh nhu sau:

Inputs: danh sach cac nguoi du thi, méi nguoi du thi duoc biéu dién
boi danh sdch cac mén ma anh ta dang ki.

Outputs: danh sach cac ngay thi, mdi ngay thi duoc biéu dién boi danh
sach cac mon thi trong ngay do6 sao cho hai mon thi bat ki trong danh sach
nay khong thudc cung mgt danh sach cac mon dang ki cia mot nguoi du thi.

Trong mo ta trén, chiing ta da st dung khai niém danh sach (khai niém
day trong toan hoc). Cac khai ni€ém todn hoc, cac mo hinh toan hoc hoac
logic duoc st dung dé mé ta cac ddi tuong dit li€u tao thanh cac mo hinh dir
liéu (data models). Danh sach 14 mot mé hinh dit liéu. Chu ¥ rang, lich thi
can thoa man doi hoi: nguoi du thi c6 thé thi tit ca cdc moén ma ho ding ki.
Pé dé dang dua ra thuat toan lap lich, ching ta st dung mgt mo hinh dir li¢u
khac: dd thi. Mdi mén to chirc thi 1a mot dinh ciia d6 thi. Hai dinh c6 canh

noi, néu ¢c6 mot ngudi dy thi dang ki thi ca hai moén ng véi hai dinh d6. Tu
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mo hinh dit liéu dd thi nay, chiing ta co thé dua ra thuat toan 1ap lich nhu
sau:

Buéc 1: Chon mot dinh bat ki, dua mon thi ung voi dinh ndy vao
danh sach cic mén thi trong mot ngdy thi (danh sach ndy ban dau rdng).
Panh diu dinh da chon va tit ca cac dinh ké nd. Trong cac dinh chua dénh
dAu, lai chon mét dinh bat ki va dua mén thi ung véi dinh ndy vao danh sach
cac mon thi trong ngay thi. Lai danh dau dinh vira chon va cac dinh ké no.
Tiép tuc qua trinh trén cho t&i khi tat ca cac dinh cta dd thi duge danh dau,
chung ta nhan dugc danh sach cdc mon thi trong mgt ngay thi.

Bude 2: Loai khoi dd thi tit ca cac dinh da xép vao danh sach cac
mdn thi trong mot ngdy thi & bude 1 va loai tat ca cac canh ké cac dinh do.
Céac dinh va cac canh con lai tao thanh dd thi méi.

Budc 3: Lap lai bude 1 va bude 2 cho toi khi dd thi tré thanh rong.

Chéng han, gia sir cac mon t6 chuc thi 1a A, B, C, D, E, F va d6 thi

xay dung nén tur cac dir liu vao dugc cho trong hinh sau:

Khi d6 lich thi ¢ thé nhu sau:

Ngay thi 1: A, F.

Ngay thi 2: D, E, B.

Ngay thi 3: C.

Sau khi dic ta van dé, ching ta chuyén sang giai doan thiét ké thuat
toan dé giai quyét van dé. O muc do cao nhét cua sy triru tuong hod, thuét

toan dugc thiét ké nhu 13 mét diy cac hanh dong trén cac doi twong dir
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liéu duoc thuc hién theo mot trinh ty logic nao doé. Thuat toan 1ap lich thi ¢
trén 12 mot vi du. Cac ddi tuong dir li€u co thé 1a sb nguyén, s6 thue, ky tu;
6 thé 1a cac diém trén mat phéng; c6 thé 1a cac hinh hinh hoc; c6 thé 1a con
ngudi, c6 thé 1a danh sach cac d6i teong (chang han, danh sich cac mon thi
trong vi du 1ap lich thi); c6 thé 1a d6 thi, cy, ...

Cac hanh dong trén cac ddi twong dir lidu ciing rat da dang va tuy
thudc vao timg loai dbi twong dit liéu. Chang han, néu ddi twong dir lidu 13
diém trén mit phang, thi cac hanh dong co thé 1a: quay diém di mot goc nao
d6, tinh tién diém theo mot hudng, tinh khoang cach giita hai diém, ... Khi
d6i twong dit liéu 1a danh sach, thi cac hanh dong c6 thé 1a: loai mot ddi
tuong khoi danh sach, xen mot ddi tuong moi vao danh sach, tim xem mot
d6i twong da cho co trong danh sach hay khong, ..

Khi thiét ké thuat toan nhu 14 mot day cac hanh dong trén cac ddi
trong dir liéu, ching ta cAn st dung sw triru twong hoa dir liéu (data
abstraction).

Su triru twrong hoda dir 1i€u c6 nghia 1a ching ta chi quan tam tdi mot
tap cac d6i twong dir liéu (6 mirc do triru twong) va cac hanh dong (cac phép
toan) co thé thuc hién trén cac doi tuong dir ligu do (véi céac diéu kién nao
thi hanh dong co thé dugc thyc hién va sau khi thyc hién hanh dong cho két
qua gi), chung ta khong quan tdm t6i cac ddi twong dir lidu d6 duge luu trir
nhu thé nao trong bd nhd clia may tinh, ching ta khong quan tim téi cac
hanh dong dugc thuc hién nhu thé nao.

Str dung su triru tugng hoa dir liéu trong thiét ké thuat toan 1a phuong
phap luan thiét ké rt quan trong. N6 c6 cc wu diém sau:

e  Don gian hod qua trinh thiét ké, giup ta tranh dugc su phic tap

lién quan t6i biéu dién cy thé cia dit lidu .
o Chuong trinh s& ¢6 tinh modun (modularity). Chang han, mot
hanh dong trén doi tuong dir li¢u phuc tap duoc cai dat thanh mat
modun (mdt ham). Chuong trinh c6 tinh modun s& dé doc, dé phat

hién 161, dé sua, ...
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Su triru twong hod dir liéu dugc thuc hién bﬁng cach xéac dinh cac kiéu
dit liéu triru twong ( Abstract Data Type). Kiéu dit liéu triru tuong
(KDLTT) 12 mét tap cac ddi twong dit liu cing v&i cac phép toan co thé
thuc hién trén cac ddi twong dit liéu d6. Vi du, tap cac diém trén mit phing
v6i cac phép toan trén cac diém ma chung ta d xac dinh tao thanh KDLTT
diem.

Chung ta c6 thé st dung cic phép toan cta cac KDLTT trong thiét ké
thuat toan khi chung ta biét rd cac didu kién dé phép todn co thé thuc hién va
hiéu qua ma phép toan mang lai. Trong nhiéu trudng hop, cac KDLTT ma
ching ta da biét s& goi cho ta ¥ tudng thiét ké thuat toan . Pong thoi trong
qué trinh thiét ké, khi thuét toan can dén cac hanh dong trén cac loai ddi
tugng dit liéu moi ching ta c6 thé thiét ké KDLTT méi dé s dung khong
chi trong chuong trinh ma ta dang thiét ké ma con trong cic chuong trinh
khac.

Phén 16n ndi dung trong sach nay 1a néi vé cac KDLTT. Chung ta s&
nghién cuu sy thiét ké va cai dat mot s6 KDLTT quan trong nhét dugc sir

dung thuong xuyén trong thiét ké thuat toan .

1.3  KIEU DU LIEU TRUU TUQNG
Muc nay trinh bay phuong phép déc ta va cai dat mot KDLTT.
1.3.1  Pic ta Kiéu dir liéu triru twong

Nh¢ lai rﬁng, mot KDLTT dugc dinh nghia 1a mot tap céc ddi tuong
dir 1i€u va mot tap cac phép toan trén cac ddi tuong dir liéu do. Do do, dac ta
mot KDLTT gdm hai phan: dic ta ddi twong dir liéu va dic ta cac phép toan.

o Piic ta d6i twong dir liéu. M6 ta bang toan hoc cac dbi tuong

dir liéu. Thong thuong cac ddi tuong dir lidu 1a cac ddi tugng trong

thé giéi hién thuc, ching 13 cac thuc thé phtc hop, co cdu tric nido
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d6. Bé mé ta ching, ching ta can st dung sy triru twong hoa (chi
quan tim t6i cac dic tinh quan trong, bé qua cac chi tiét thir yéu).
Noi cu thé hon, dé m6 ta chinh xac cac dbi tuong dit 1i€u , chung ta
can su dung cac khai niém todn hoc, cac md hinh toan hoc nhu tap
hop, ddy, do thi, cdy, ... Chang han, ddi twong dir liéu 1a sinh vién,
thi 6 thé biéu dién nd béi mot tap cac thudc tinh quan trong nhu tén,
ngay sinh, gidi tinh, ...

o Pac ta cac phép toan. Viéc mo ta cac phép toan phai du chat
ché, chinh xac nham xac dinh day du két qua ma cac phép toan mang
lai, nhung khong cin phai mé ta cac phép toan dugc thuc hién nhu
thé nao dé cho két qua nhu thé. Cach tiép can chinh xac dé dat duoc
muc tiéu trén 1a khi moé ta cac phép toan, ching ta xac dinh mot tép
cac tién d& mo ta day du cac tinh chat cla cac phép toan. Chang han,
cac phép toan cong va nhan cic sd nguyén phai thoa min cac tién dé:
giao hoan, két hop, phan phdi, ... Tuy nhién, viéc xac dinh mot tap
day du céc tién dé mé ta day du ban chat cua cac phép toan 1a cuc ky
kho khén, do do chling ta mo ta cac phép todn mdt cach khong hinh
thire. Chung ta s& mo ta mdi phép toan boi mot ham (hodc thu tuc),
tén ham 14 tén ctia phép toan, theo sau 1a danh sach cac bién. Sau d6
chi rd nhiém vy ma ham can phai thuc hién.

Vi du. Sau ddy 13 dic ta KDLTT sé phitc. Trong sach ndy, chung ta

s& dic ta cac KDLTT khac theo khuén mau cta vi du nay.

Madi s6 phtc 1a mot cap sb thuc (x, y), trong d6 x dugc goi la phﬁn

thuc (real), y duoc goi 1a phan ao (image) cua sb phirc.

Trén céc sd phirc, c6 thé thuc hién cic phép toan sau:

1. Create (a, b). Tra vé sd phitc c6 phan thuc 1 a, phan 40 1a b.

2. GetReal (c). Tra vé phan thuc cta sd phtc c.

3. GetImage (c). Tra vé phan 4o ctia s6 phirc c.

4. Abs (c). Tra vé gia tri tuyét d6i (modun) ctia s6 phirc c.

5. Add (cy,¢,). Tra vé téng cua sb phuc ¢, va s6 phirc ¢, .

6. Multiply (c;, ¢, ). Tra vé tich cua sb phirc ¢, va sd phirc ¢, .
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7. Print (c). Viét ra s6 phitc ¢ dudi dang a + i b trong d6 a 1a phan
thuc, b 1a phén 40 cua sb phtc c.
Trén day chi 1a mot sd it cac phép toan sé phirc. Con nhiéu cac phép
toan khéac trén sd phirc, chang han cac phép toan so sanh, cic phép toan

lwong gidc, ..., dé cho ngin ngon ching ta khong liét ké ra hét.

1.3.2  Cai dit kiéu dir liéu triru twong

Trong giai doan dac t4, chung ta chi m&i mo ta cac phép toan trén cac
ddi tuong dir liéu, ching ta chua xac dinh cac phép toan do thuc hién nhiém
vu ctia minh nhu thé nao. Trong chuong trinh, dé st dung duoc cac phép
todn cua mot KDLTT da dac ta, ching ta can phai cai dat KDLTT do trong
mot ngodn ngir 1ap trinh.

Cong viéc dau tién phai lam khi cai dit mot KDLTT 1a chon mdt
CTDL dé biéu dién céc d6i twong dit liéu. Can luu ¥ rang, mot CTDL 1a mot
dir liéu phirc hop duoc tao nén tir nhiéu dir liéu thanh phan bang cac lién két
nao d6. Ching ta c¢6 thé moé ta cac CTDL trong mot ngdn ngit 1ap trinh
(ching han, C/ C + +) bang cach st dung cac phuong tién c6 san trong ngdn
ngir l4p trinh d6, chang han st dung cac qui tic cG phap md ta mang, cau
truc, ... Mot CTDL ciling xac dinh cho ta cach luu trit dir liéu trong bd nho
ciia may tinh.

Vi du. Chung ta c6 thé biéu dién mot sé phirc boi cau tric trong C + +

struct complex
{
float real,;
float imag;
b

Can cha y rang, mét doi tuong dir li€u co thé cai dat bdi cac CTDL

khac nhau. Chéng han, mot danh sach (ay, a,, ..., a,) ¢d thé cai dat boi mang

A, cac thanh phan cua danh sach 1an lugt dugc Iuu trong cc thanh phan lién
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tiép ctia mang A[0], A[1],..., A[n-1]. Nhung chung ta ciing c6 thé cai dat
danh sach boi CTDL danh sach lién két sau:

a1 a an

Sau khi dd chon CTDL biéu dién d6i twong dir liéu, bude tiép theo
chung ta phai thiét ké va cai dit cac ham thuc hién cic phép toan cua
KDLTT.

Trong giai doan thiét ké mot ham thyc hi¢n nhiém vu cua mot phép
toan, ching ta can sit dung sw triru twong hoa ham (functional
abstraction). Sy triru tuong hoa ham cé nghia 13 can mo ta ham sao cho
nguoi su dung biét dugc ham thyc hién cong viéc gi, va sao cho ho cé thé sur
dung dwgc ham trong chuong trinh ciia minh ma khong can biét dén cac chi
tiét cai dat, tirc 1a khong can biét ham thuc hién cong viée 6 nhur thé ndo.

Su trru tuong hod ham duogc thuc hién bﬁng cach viét ra miu ham
(function prototype) kem theo cac chu thich.

MAu ham gdm tén ham va theo sau 1a danh sach cac tham bién. Tén
ham can ngén ngon, no6i 1én duoc nhiém vu cua ham. Cac tham bién can phai
day du: cac dir liéu vao can thiét dé ham co thé thuc hién duoc cong viée cua
minh va cac dit liéu ra sau khi ham hoan thanh cong viéc.

Chu thich dua ra sau ddu ham 1a rat can thiét (dic biét trong cac dé 4n
1ap trinh theo d6i). Trong chu thich nay, chung ta can mé ta day du, chinh
xac nhiém vu cua ham. Sau d6 la hai phén: Preconditions (céc diéu kién
trudc) va Postconditions (cac diéu kién sau).

o Preconditions gdm cac phat biéu vé cac diéu kién can phai thoa

man trudc khi ham thuc hién.

o Postconditions gém cac phat biéu vé cac diéu kién can phai

thoa man sau khi ham hoan thanh thuc hién.

Hai phan Preconditions va Postconditions tao thanh hop dong giita

mot bén la ngudi st dung ham va mdt bén 1a ham. Preconditions 1a trach
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nhiém cua ngudi st dung, con Postconditions 1a trach nhi€ém cia ham. Mét
khi str dung ham (goi ham), ngudi st dung phai c6 trach nhiém cung cap
cho ham cac dit liéu vao thoa man cac diéu kién trong Preconditions. Sau
khi hoan thanh thyc hién, ham phai cho ra cic két qua thoa man cac diéu

kién trong Postconditions. Sau day 13 vi du mot mau ham:

void Sort (int A[ ], int n)

// Sap xép mang A theo tht tu khong giam.

// Preconditions: A 1a mang sb nguyén c6 ¢& Max > n.
// Postconditions: A[0] < A[1]<.... < A[n-1],

/' n khong thay d6i.

Budc tiép theo, chung ta phai thiét ké thuét toan thuc hién cong viéc
cta ham khi ma ddi twong dit li¢u dwoc biéu dién béi CTDL da chon. Viée
cai dat ham bay gio la chuyén dich thuat toan thuc hién nhiém vu cua ham
sang ddy cac khai bao bién dia phuong can thiét va cac cdu lénh. T4t ca cac
chi tiét ma ham can thuc hién nay la cong vi¢c ri€ng tu ciia ham, ngudi su
dung ham khong can biét dén, va khong dugc can thi€p vao. Lam dugc nhu
vay c6 nghia 1a chung ta di thyc hanh nguyén Iy che ddu thong tin (the
principle of information hiding) - mot nguyén ly quan trong trong phuong
phép luén 1ap trinh mdédun.

Trén day ching ta méi chi trinh bay cac k¥ thuat lién quan dén thiét
ké CTDL cho dbi tuong dir ligu, thiét ké va cai dit cdc ham cho céc phép
toan cua KDLTT. Cau hoi dugc dit ra la: Ching ta phai t6 chirc CTDL va
cac ham d6 nhu thé nao? C6 hai cach: cach cai dit co dién va cich cai dat
dinh hudéng ddi tuong. Myc sau sé& trinh bay phuong phép cai dat KDLTT
trong ngdn nglr C. Cai dat KDLTT bdi 16p trong C + + s€ dugc trinh bay

trong chuong 3.

1.4 CAIPATKIEU DU LIEU TRUU TUQNG TRONG C
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Trong muc nay ching ta s€ trinh bay phuong phap cai dat KDLTT
theo cach truyén théng (cai dat khong dinh huéng ddi tuong) trong C. Trong
cach cai dat nay, ching ta sé xay dung nén mot thu vién cac ham thuc hién
cac phép toan ciia mot KDLTT sao cho ban c6 thé sir dung cac ham nay
trong mot chuong trinh bat ky gidng nhu ban sir dung cac ham trong thu
vién chuan. Su xay dung mdt thu vién dién hinh duoc to chtrc thanh hai file:
file dau (header file) va file cai dit (implementation file).

o File dau chira cic ménh dé # include, cic dinh nghia hang, ...
can thiét va khai bao CTDL. Theo sau 1a cac mau ham cho mdi phép
toan cua KDLTT.

o File cai dat cling chira cic ménh d& # include can thiét va chua
cac dinh nghia ctia cac ham da duogc dac ta trong file dau.

Tén file dau c6 dudi 1a .h, file cai dit co dudi 1a .c (hodc .cpp, .cxx).

File cai ddt dugce dich va dugce két ndi vao file thuc hién duge mdi khi can
thiét. V&i cach to chire ndy, ban co thé sir dung cac ham cua mot KDLTT
gidng hét nhu ban sir dung cdc ham trong thu vién chuan. Chi c6 mot viéc
ban can nhd 12 ban phai include file dau vao trong chuong trinh ctia ban boi
ménh dé:

#include “tén file dau”

Nguoi str dung cac ham cua mét KDLTT chi can biét cac thong tin
trong file dau, khong can biét cac ham nay duogc cai dit nhu thé nao (cac
thong tin trong file cai dat).

Vi du. Cai dit KDLTT sb phtrc di dic ta trong muc 2.3. File dau
complex.h cho trong hinh 2.1. Noi dung cua file niy nam giita cic ménh dé

# ifndef ... # define ... va # endif. Py 1a cac chi dinh tién xir 1y can
thiét phai c6 nham dam bao file dau chi c6 mat mot 1an trong file ngudn

chuong trinh cua ban.

// File : complex.h
# ifndef COMPLEX H
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# define COMPLEX H

struct Complex

{

double real;

double image;

55

Complex CreateComplex (double a, double b) ;

// Postcondition: Tra vé sd phirc c6 phan thuc 13 a, phan a0 1a b.

double GetReal (Complex c);

// Postcondition: Tra vé phan thyc ctia s6 phirc c.

double Getlmag (Complex c);

// Postcondition: Tra v€ phan do cua so phuc c.

double GetAbs (Complex c);

// Postcondition: Tra vé gia trj tuyét doi (modun) cua sb phic c.

Complex Add (Complex c1 Complex c2);

// Postcondition: Tra vé so phtrc 1a tong cua s phurce cl va so phirc c2.

Complex Multiply (Complex c1, Complex c2);

// Postcondition: Tra vé sb phtrc 12 tich cua s phirc c1 va sd phirc 2.
void Print (Complex c);
// Postcondition: sd phtic ¢ dugc viét ra dudi dang a + ib, trong d6 a 1a

// phan thyc, b 13 phan 4o cua sb phirc c.

// Mau ham cta cac phép toan khac.
# endif
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Hinh 1.1. File diu ciia sw cai dit khong dinh huwéng ddi twong
ciia KDLTT s6 phirc trong C/C + +.

File cai dat KDLTT sb phitc dugc cho trong hinh 1.2. Trong file cai
dat, ngoai cac m¢nh dé # include can thiét cho su cai dit cac ham, nhat thiét
phai c6 ménh dé

# include “tén file dau”

// File: Complex.cxx
# include “complex.h”
# include < math.h > // cung cap ham sqrt

# include < iostream.h > // cung cap ddi tuong cout

Complex CreateComplex (double a, double b)
{

Complex c;
creal=a;
c.imag=>b;

return ¢ ;

double GetReal (Complex c)
{

return c.real ;

double Getlmag (Complex c)
{

return c.imag ;
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double GetAbs (Complex c)
{
double result ;
result = sqrt ( c.real * c.real + c.imag * c.imag);

return result ;

Complex Add (Complex c; Complex c,)
{

Complex c;

c.real = c¢y.real + c,.real ;

c.imag = c;.imag + c,.imag ;

return ¢ ;

Complex Multiply (Complex c;, Complex c,)

{
Complex c;
c.real = (c,.real * c,.real) — (c;.imag * c,.imag) ;
c.imag = (cy.real *c,.imag) + (c;.imag * c,.real) ;

return c ;

void Print (Complex c)

{

cout << c.real << “+1” <<r.imag << “\n”;

}

Hinh 1.2. File cai diit cia KDLTT s6 phire.
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1.5 TRIET LY CAI PAT KIEU DU LIEU TRUU TUQNG

Trong giai doan thiét ké chuong trinh, chung ta can xem xét dit liéu
dudi cach nhin cua sy triru tugng hoa dir ligu. Cu thé hon 14, trong giai doan
thiét ké chwong trinh, chiing ta chi cin quan tdm t&i dic ta cua cac KDLTT.
Cai dat KDLTT c6 nghia 1a biéu dién cac dbi tugng dit liéu boi cac CTDL
va cai dat cac ham thuc hién cac phép todn trén dir liéu. Can nhan manh
rang, chi c6 mot cach nhin logic ddi véi dit lidu, nhung c6 thé c6 nhiéu cach
tiép can dé cai dit nd. Néi mot cach khac, tng véi mdi KDLTT c6 thé c6
nhiéu cach cai dat.

Mot chuong trinh ap dung can phai sir dung cac phép toan trén dit liéu
dudi dang biéu dién triru tuong, chtr khong phai dudi dang ma dir liéu duoc
lwu trit trong bo nhé cua may tinh (dang cai dat). Chang han, ching ta d3 sir
dung cac sd nguyén trong chuong trinh dudi dang biéu dién toan hoc cua cac
s6 nguyén, va st dung cic phép toan +, - , *, / cac sd nguyén véi cach viét
va y nghia ctia chiing trong toan hoc ma khong can biét cic s6 nguyén va cic
phép toan +, -, *, / dugc cai dat nhu thé nao trong may tinh. (Cﬁn biét réng,
cac sb6 nguyén cung véi cac phép toan trén sb nguyén: +, - , *, / tao thanh
mot KDLTT va KDLTT nay da duoc cai dit san, chiing ta chi viéc sir dung.)

Do vay, khi cai dat KDLTT chuing ta can tao ra mot giao di¢n
(interface) gitta chuong trinh ap dung va sy cai dat KDLTT. Giao dién nay
bao gém céac phép toan da xac dinh trong KDLTT. Ngudi st dung chi dugc
phép giao tiép voi sy cai dat KDLTT thong qua giao dién nay. N6i mot cach
hinh anh thi cach cai dit KDLTT can phai sao cho tao thanh birc tudng giira
chuong trinh 4p dung va sy cai dat KDLTT. Birc tudng nay che chin CTDL,
chi c6 thé truy cap toi CTDL théng qua cac phép toan di dic ta trong
KDLTT (hinh 1.3.2). Néu thuc hién duoc su cai dit KDLTT nhu thé, thi khi
ta thay d6i CTDL biéu dién ddi twong dit lidu va thay doi cach cai dat cac
ham ciing khong anh huéng gi dén chuong trinh ap dung sir dung KDLTT
nay. Diéu nay twong ty nhu khi ta sir dung mdy ban nuéc giai khat tu dong.
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Thiét ké bén ngoai va cac chi dan s& cho phép nguoi sir dung mua dugc loai
nuéc ma minh mong muén. Chang han, ¢6 ba niit an: cam, cdca, ca phé. Bo
5 xu vao 16 dudi nat cam va an nat cam, nguoi su dung s€ nhan duoc coe
cam ,... Ngudi st dung khong can biét dén cdu tao bén trong cua
may.Chung ta c6 thé thay d6i cau tao bén trong ctia may, mién 1a n6 van dap
ung dugc mong mubn cua nguoi st dung khi ho thuc hién cac thao tac theo
chi dan.

CTDL
Chuong
trinh —
ap dung
p | Cacham

a. Cai dit dinh hudng ddi tuong
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CTDL

A
v

Chuong
trinh
ap dung

]

.| Cac ham

A

1

b. Cai dit khéng dinh huéng ddi tuong

Hinh 1.3. Chwong trinh ap dung va sw cai dat KDLTT.

Cach cai dit truyén thong (cai dit khong dinh huéng dbi twong) da
tach biét CTDL va cac ham. Ngudi str dung van co thé truy cap truc tiép dén
CTDL khong can thong qua cac ham (hinh 1.3.b). N6i mot cach khéc, cach
cai dat truyén thong khong tao thanh birc tudng viing chic che chin CTDL.
Diéu nay c6 thé dan t6i cac 16i khong kiém soat duoc, khé phat hién. Chi c6
cach cai dat dinh hudéng ddi tuong mdi dam bao yéu cau tao ra birc tuong
gitra chuong trinh ap dung va su cai dat KDLTT.

Trong cach cai dat dinh hudng doi tuong str dung C + +, CTDL va cac
ham thuc hién céc phép todn trén dir liéu dugc dong goi (encapsulation) vao
mdt thuc thé duoc goi la 16p. Lop co co ché diéu khién su truy cap dén
CTDL. Mbi 16p cung cip cho ngudi sir dung mot giao dién. Chwong trinh ap
dung chi c6 thé truy cdp dén CTDL qua giao dién ndy (bao gém cic ham
trong muc public). Cai dat KDLTT béi 16p C + + cho phép ta khi viét cac
chuong trinh tng dung, co thé biéu dién cac phép toan trén cac dbi tuong dir
lidu du6i dang cac biéu thirc toan hoc rt sang sua, d& hiéu. Cach cai dat
KDLTT bdi 16p C + + con cho phép thyc hanh st dung lai phan mém
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(reusability). Ching ta s€ nghién ctu phuong phap cai dat KDLTT baoi 16p

trong chuong sau.

BAI TAP

Trong cac bai tap sau ddy, hiy dic ta cac KDLTT bang cach thuc hién

hai phan sau:

AR

Mo ta ddi twong dit liéu bang cach st dung cac ky hiéu va cac khai
niém toan hoc.

MO ta cic phép toan trén cac dbi tuong dir liéu d6. Can biéu dién mbi
phép toan bdi ham, noéi rd muc tiéu ctia ham, cac diéu kién dé ham

thuc hién dugc muc ti€u do, va hiéu qua ma ham mang lai.

. KDLTT tap hop véi cac phép toan: hop, giao, hiéu, kiém tra mot tap

c6 rong khong, kiém tra mot di twong c6 13 phan tr ciia mot tap,
kiém tra hai tdp c6 bang nhau khong, kiém tra mot tap cé 13 tap con
cua mot tap khac khong.

KDLTT diém (diém trén mat phang). Cac phép toan goém: tinh tién
diém, quay diém di mot goc, tinh khoang cach giira hai diém, xac dinh
diém gitra hai diém.

KDLTT hinh cau.

KDLTT ma tran.

KDLTT phan sé.

KDLTT x4u ky tu.

Trong cac bai tip 3 = 6, hiy tu x4c dinh cac phép toan (cang day du

cang tbt), va hdy dic ta cac phép toan boi cac ham.
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CHUONG 2

KIEU DU LIEU TRUU TUQNG VA CACLOP C ++

Muc dich cua chuong nay la trinh bay khai niém 16p va cac thanh
phan cua 16p trong C + +. Sy trinh bay s& khong di vao chi tiét, ma chi dé
cap toi cac van dé quan trong lién quan t6i cac thanh phan cia 16p gitp cho
ban doc d& dang hon trong viéc thiét ké cac 16p khi cai dat cac KDLTT.
Chuong nay cling trinh bay khai niém 16p khudn, 16p khuon dugc st dung
dé cai dit cac 16p congtono. Cudi chuong chung ta sé giéi thiéu cac KDLTT

quan trong s€ dugc nghién ctu k¥ trong cac chuong sau.

2.1  LOP VA CAC THANH PHAN CUA LOP

Céc ngdn ngit 1ap trinh dinh hudng d6i twong, chang han C + +, cung
cip cac phuong tién cho phép déng gbi CTDL va cac ham thao tac trén
CTDL thanh m¢t don vi dugc goi 1a 16p (class). Vi du, sau day la dinh nghia
16p sd phtc:

class Complex
{
public :

(1) Complex (double a= 0.0, double b=0.0) ;
(2) Complex (const Complex & c);
(3) double GetReal ( ) const;
(4) double Getlmag ( ) const;
(5) double GetAbs () const ;
(6) friend Complex & operator + (const Complex & cy,
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const Complex & ¢») ;

(7) friend Complex & operator - (const Complex & ¢,
const Complex & ¢,) ;

(8) friend Complex & operator * (const Complex & c;,
const Complex & ¢;) ;

(9) friend Complex & operator / (const Complex & ¢,
const Complex & ¢,) ;

(10) friend ostream & operator << (ostream & o0s,
const Complex & c¢);
// Cac mau ham cho cac phép toan khac.
private:
double real ;

double imag ;

¥

Tir vi du don gian trén, ching ta thiy rang, mot 16p bat dau boi dau
16p: dau 16p gém tir khoa class, roi dén tén 16p. Phan con lai trong dinh
nghia 16p (ndm gitra cap ddu { va } ) 13 danh sdch thanh phan. Danh sich
thanh phan gdm céc thanh phan dir liéu (data member), hay con goi 1a
bién thanh phan (member variable), chiang han 16p Complex c6 hai bién
thanh phan 13 real va imag. Cac thanh phan (1) — (5) trong 16p Complex 13
cac ham thanh phz‘in (member functions hoac methods).

Mot 16p 1a mét kiéu dit liéu, vi du khai bao 16p Complex nhu trén, cd
nghia 1a nguoi 1ap trinh di xac dinh mot kiéu dir liéu Complex. Cac d6i
tuong dir liéu thudc mot 16p duge goi 1a cac ddi twong (objects).

Céc thanh phan cta 16p dién hinh dugc chia thanh hai myc: muc
public va muc private nhu trong dinh nghia 16p Complex. Trong chuong
trinh, ngudi 1ap trinh c6 thé st dung truc tiép cac thanh phan trong muc
public dé tién hanh céc thao tac trén cac ddi tuong cta 16p. Cac thanh phan
trong muc private chi dugc phép st dung trong nd1 bo 16p. Muc public (muc

private) c6 thé chtra cdc ham thanh phan va cac bién thanh phan. Tuy nhién,
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khi can thiét ké mot 16p cai dat mot KDLTT, ching ta nén dua céc bién
thanh phan mé ta CTDL vao muc private, con cac ham biéu dién cac phép
toan vao muc public. Trong dinh nghia 16p Complex cai dit KDLTT sb
phirc, ching ta da lam nhu thé.

Nén biét rang, cic thanh phan cia 16p c6 thé khai bao 13 tinh bang
cach dit tir khoa static & trude. Trong mét 16p, chung ta c6 thé khai bao céac
hang tinh, cic bién thanh phan tinh, cac ham thanh phan tinh. Chang han:

static const int CAPACITY = 50; // khai bao hang tinh

static double static Var; // khai bdo bién tinh

Céc thanh phin tinh 13 cac thanh phan dugc dung chung cho tit ca
cac d6i twong cia 16p. Trong 16p Complex khong c6 thanh phan nao can
phai Ia tinh.

Néu khai bao ctia ham trong mot 16p bat dau bai tir khoa friend, thi
ham duoc néi 13 ban cua 16p, ching han cic ham (6) — (10) trong 16p
Complex. Mot ham ban (friend function) khong phai 13 ham thanh phén,
song né duoc phép truy cap t6i cac thanh phan dir liéu trong muc private ctia
16p.

Mot ham thanh phan ma khai bao ctia né c6 tir khoa const & sau clng
dugc goi 13 ham thanh phin hing (const member function). Mot ham
thanh phan hing c6 thé xem xét trang thai cua ddi twong, song khong duoc
phép thay d6i n6. Chang han, cac ham (3), (4), (5) trong 16p Complex. Cac
ham nay khi 4p dung vao mot s phtic, khong 1am thay ddi sé phitc ma chi

cho ra phan thuc, phin 40 va modun cta s phtc, tuong tng.
2.2 CAC HAM THANH PHAN

Trong muc nay chung ta s€ xem xét mot s6 dac diém cua ham thanh

phan.

2.2.1 Ham Kkién tao va ham huy
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Mot chuong trinh 4p dung st dung dén céc 16p (can nhé rang 16p 1a
mot kiéu dit ligu) s€ tién hanh mot day cac thao tac trén cac ddi tuong duoc
khai b4o va dugc tao ra ban dau. Do do, trong mét 16p can c6 mot sb ham
thanh phén thuc hién cong viéc khadi tao ra cac déi tuong. Cac ham thanh
phan nay duoc goi 13 ham Kién tao (constructor). Ham kién tao c6 dic
diém 1a tén clia no tring véi tén 16p va khong co kiéu tra vé, chang han ham
(1), (2) trong 16p Complex.

Néu trong mgt 16p, ban khong dinh nghia mdt ham kién tao, thi
chuong trinh dich s& ty dong tao ra mot ham Kién tao mic dinh ty dong
(automatic default constructor). Him nay chi tao ra ddi tuong véi tit ca
cac thanh phan dit liéu déu bang 0. No6i chung, rat it khi nguoi ta thiét ké mot
16p khong c6 ham kién tao. Dic biét khi ban thiét ké mot 16p c6 chira thanh
phan dir liéu 1a ddi twong ctia mot 16p khac, thi nhat thiét ban phai viét ham
kién tao.

Mot loai ham kién tao dic biét c6 tén goi 1a ham kién tao copy (copy
constructor). Nhiém vu cua ham kién tao copy la khoi tao ra mot ddi tuong
moi 13 ban sao cua mot ddi twong da c6. Vi du, ham (2) trong 16p Complex
1a ham kién tao copy. Ham kién tao copy chi c6 mot tham bién tham chiéu
hang c6 kiéu 1a kiéu 16p dang dinh nghia.

Néu ban khong dwra vao mot ham kién tao copy trong dinh nghia 16p,
thi chuong trinh dich s& tu dong tao ra mot ham Kkién tao copy tw dong
(automatic copy constructor). N6 thyc hién sao chép tat ca cac thanh phan
dir liéu cta dbi tugng da co sang ddi tuong dang khoi tao. Noi chung, trong
nhiéu trudng hop chi can sir dung ham kién tao copy tu dong 1a du. Chang
han, trong 16p Complex, thyuc ra khong can c6 ham kién tao copy (2). Song
trong trudng hop 16p chira cac bién thanh phan 14 bién con tro, thi can thiét
phai thiét ké ham kién tao copy cho 16p. (Tai sao?)

Sau day la mot sb6 vi du st dung ham kién tao trong khai bao cac ddi

tuong thudc 16p Complex:
Complex cy; // khéi tao $6 phtic ¢, voi c.real = 0.0 va c¢,.imag = 0.0
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Complex ¢,(2.6); // khoi tao ) phuc ¢, voi cp.real = 2.6
// va c;.imag = 0.0
Complex c3(5.4, 3.7); // khoi tao $6 phtic c; voi c;.real =5.4
// va cz.imag = 3.7

Complex ¢4 = ¢;; // khoi tao $b phtic ¢4 12 copy cua c,.

Nguoc lai v6i ham kién tao 14 ham huy (destructor). Him huy thuc
hién nhiém vu huy ddi tuong (thu hdi ving nhé cap phat cho dbi tuong va
tra lai cho hé thdng), khi d6i twong khong can thiét cho chwong trinh nita.
Ham huy 14 ham thanh phan c6 tén trang véi tén 16p, khong c6 tham bién va
phia trudc c¢6 dau ngd ~. Ham huy tu dong duoc goi khi d6i tugng ra khoi
pham vi ctia né. Trong mot dinh nghia 16p chi ¢ thé c6 mot ham huy. Noi
chung, trong mot 16p khong can thiét phai dwa vao ham huy (chang han, 16p
Complex), trir truong hop 16p chira thanh phﬁn dir li¢u 1a con tro trod téi1 vung
nhd cip phat dong.

2.2.2  Céc tham bién ctia ham

Cac ham thanh phan cta mot 16p ciing nhu cac ham thong thuong
khac c6 mot danh sach cac tham bién ( danh sach nay c6 thé rdng) dugc liét
ké sau tén ham trong khai bdo ham. Céac tham bién nay duoc goi 1a tham
bién hinh thirc (formal parameter). Khi goi ham, cac tham bién hinh thirc
dugc thay thé boi cac ddi s6 (argument) hay con goi 1a cic tham bién thuc
té (actual parameter).

Chung ta xem xét ba loai tham bién:

e Tham bién gia tri: Tham bién gia tri (value parameter) dugc khai
bao béng cach viét tén kiéu theo sau la tén tham bién. Chfmg han,
trong ham kién tao cua 16p Complex:

Complex (double a = 0.0, double b =0.0) ;
thi a va b 1a cac tham bién gia tri. Trong khai bao trén ching ta da

xéac dinh cac d6i sb mic dinh (default argument) cho cac tham bién a
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va b, chung déu 13 0.0. Khi chung ta goi ham kién tao khong dua vao
ddi sb, thi co nghia 1a da goi ham kién tao v6i ddi sd mac dinh. Vi
du, khi ta khai bdo Complex c ; thi sb phtric ¢ dugc khai tao béng goi
ham kién tao véi cac ddi sé mic dinh (s phirc ¢ c¢6 phan thuc va
phan 4o déu 13 0.0).

Tham bién tham chiéu: Tham bién tham chiéu (reference
parameter) duoc khai bao bang cach viét tén kiéu theo sau 1a ddu &
roi dén tén tham bién. Chang han, ching ta c6 thé thiét ké ham cong

hai s6 phirc nhu sau:
void Add (Complex c;, Complex c,, Complex & ¢) ;

Trong ham Add nay, ¢, va ¢, 12 tham bién gia trj kiéu Complex, con
¢ 14 tham bién tham chiéu kiéu Complex.

Pé hiéu duoc sy khic nhau giira tham bién gia tri va tham bién tham
chiéu, ban can biét co ché thuc hién mét 16i go1 ham trong bd nhé
ciia may tinh. Mdi khi mot ham duoc goi trong chuong trinh thi mot
vung nh¢ danh cho sy thuc hi¢n ham co6 tén goi 1a ban ghi hoat
dong (activation record) duoc tao ra trén ving nhé ngin xép thoi
gian chay (run-time staek). Ban ghi hoat dong ngoai viéc chtra b
nhé cho cac bién dia phuong trong ham, né con luu ban sao cia cac
d6i s6 ing v&i cac tham bién gia tri va chi dan t6i cac dbi s6 tng véi
cac tham bién tham chiéu. Nhu vay, khi thuc hién mot 161 goi ham,
cac d6i s6 tng v4i tham bién gia tri s& dugc copy vao ban ghi hoat
dong, con cac doi sb ung v6i tham bién tham bién thi khéng can
copy. Khi hoan thanh sy thuc hién ham, thi ban ghi hoat dong duoc
tra vé cho ngan Xép thoi gian chay. Do d6, sau khi thyc hién ham, dbi
sO img v&i tham bién gid tri khong thay ddi gia tri von co cta nd, con
d6i sb ung véi cac tham bién tham chiéu van luu lai két qua ciia cac
tinh toan khi thuc hi¢én ham. Bé1 vay, cac tham bién ghi lai két qua

cua su thuc hién ham can duoc khai bao la tham bién tham chiéu.
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Trong ham Add tham bién ¢ ghi lai tong ctia s6 phic ¢; va ¢,, nén nd
di duoc khai bao 1 tham bién tham chiéu.

Trén day la mot cach st dung toan tir tham chiéu (&): n6 dugc su
dung dé khai bao cac tham bién tham chiéu. Mot cach st dung khac
ciia toan tir tham chiéu 13 dé khai bao kiéu tra vé tham chiéu
(reference return type) cho mot ham. Vi du, chung ta c6 thé thiét ké

mot ham thyc hién phép cong ) phttc mot cach khac nhu sau:
Complex & Add (Complex ¢;, Complex ¢;) ;

Khai béo kiéu tra vé& cia mot ham 1 kiéu tra vé tham chiéu khi nao?
Can luu v rﬁng, khi thyc hi€én mot ham, gia tri tra vé ctiia ham duoc
lru trong mot bién dia phuong, réi ménh dé return sé& tra vé mot copy
ctia bién nay cho chuong trinh goi ham. Béi vay, khi ddi tuong tra vé
cia mot ham 13 16n, dé tranh phai copy tir ngin xép thoi gian chay,
kiéu tra vé cuia ham d6 nén duoc khai bao 1a kiéu tra vé tham chiéu.

Tham bién tham chiéu hing: Nhu trén di ndi, tham bién tham
chiéu wu viét hon tham bién gié tri & chd khi thuc hién mot ham, ddi
sO ng voi tham bién tham chiéu khong can phai copy vao ngin xép
thoi gian chay, nhung gia tri cia nd c6 thé bi thay ddi, trong khi do
gi4 tri ciia d6i s6 tng voi tham bién gia tri khong thay d6i khi thyc
hién ham. Két hop tinh hiéu qua ctia tham bién tham chiéu va tinh an
toan cua tham bién gia tri, nguoi ta dua vao loai tham bién tham
chiéu hé“tng. Pé xac dinh mot tham bién tham chiéu hﬁng (const
reference parameter), chiing ta chi can dit tir khoa const trudc khai
bao tham bién tham chiéu. D4i véi tham bién tham chiéu hang, trong
than ham chung ta chi c6 thé tham khdo nd, moi hanh dong lam thay
d6i gia tri ctia né déu khong duoc phép. Khi ma tham bién gia tri co
kiéu dit liéu 16n, dé cho hiéu qua ching ta co thé sir dung tham bién

tham chiéu hang dé thay thé.
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Vi du, ban c6 thé khai bao mot ham tinh téng cta hai sd phtc nhu

sau:
Complex & Add (const Complex & c;, const Complex & ¢,) ;

Trong ham Add nay, ¢, va c, l1a hai tham bién tham chiéu héng, do do
trong than cua ham chi dugc phép doc cy, c,, khong dugc phép 1am
thay d6i ching.

223 Dinh nghia lai cac phép toan

Gia st trong dinh nghia 16p Complex, ching ta xac dinh cac ham tinh
tong va tich cta hai sd phirc nhu sau:

Complex & Add (const Complex & c;, const Complex & ¢,) ;

Complex & Multiply (const Complex & ¢y, const Complex & ¢,) ;

Khi d6 trong chuwong trinh mudn 14y sé phirc A cong véi tich cia sb
phirc B va s6 phirc C, ta can viét:

D = Add (A, Multiply (B, C)) ;

Céch viét nay rit khong sang sua, nhét 1 d6i v6i cac tinh toan phuc
tap hon trén céac sd phc.

Chung ta mong mubn biéu dién cac tinh toan trén cic sd phirc trong
chuong trinh boi cac biéu thirc toan hoc. Chfmg han, dong 1énh trén, néu
duoc viét thanh:

D=A+B*(C;
thi chuong trinh s& tr& nén sang sta hon, dé doc, dé hiéu hon. St dung cac
cong cu ma C + + cung cip, ching ta co thé lam duoc diéu do.

Trong ngdn ngit 1ap trinh C + + c6 rat nhiéu cac phép toan (toan tir).
Chéng han, cac phép toan s6 hoc +, -, * ./, % ; cac phép toan so sénh = =,
I=,<,<=, >,>=, céc toan tr gan va rat nhiéu cac phép toan khac. Cac
phép toan nay c6 ngt nghia da dugc xac dinh trong ngdn ngir. Ching ta

mudn sir dung cac ky hidu phép toan trong C + +, nhung véi ngit nghia hoan
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toan méi, chang han chung ta mudn sir dung ky hiéu + dé chi phép cong sb
phure hodc phép cong vecto hodc phép cong ma tran ... Viéc xac dinh lai ngir
nghia ctia cc phép toan (toan tir) trén cac 16p dbi tuong dir liéu méi sé duoc
goi la dinh nghia lai cac phép toan ( operator overloading).

Céac phép toan duoc dinh nghia lai bi cic ham co6 tén ham bat dau
boi tir khod operator va di sau 1a ky hi€u phép toan, ching ta s€ goi cadc ham
nay 13 ham toan tir. Vi dy, chung ta c6 thé dinh nghia lai phép toan + cho
cac sb phtrc. C6 ba cach dinh nghia phép toan cong sd phirc boi ham toan tir
operator +

o Ham toan tir khong phai 13 ham thanh phan caa l6p

Complex:

Complex & Operator + ( const Complex & c;, const Complex & c¢,);
{

double x,y;

x =c;. GetReal () + c,. GetReal () ;

y = c¢;. Getlmag () + ¢,. Getlmag () ;

Complex c(x,y) ;

return c ;

Khi d6, trong chuong trinh mudn cong hai sb phirc, ta ¢ thé viét nhu
sau:

Complex A (3.5,2.7) ;

Complex B (-4.3,5.8) ;

Complex C;
C=A+B;
Ciing c6 thé viét C = operator + (A, B), nhung khong nén sir dung
cach nay.
o Ham toan tir 13 ham thanh phin cia 16p Complex
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Complex & Complex :: operator + (const Complex & c)
{

Complex temp ;

temp.real = real + c.real ;

temp.imag = imag + c. imag ;

return temp ;

}

Trong cach nay, khi ta viét C = A + B, thi toan hang thir nhat (s6
phirc A) 1a d6i twong kich hoat ham toan tt, tic 12
C = A.operator + (B).
o Ham toan tir 1a ham ban cia 16p Complex. Day 14 cich ma
chung ta da lgya chon trong dinh nghia 16p Complex (xem muc 2.1.).

Ham ban nay dugc cai dat nhu sau:

Complex & operator + (const Complex & ¢y, const Complex & c»);
{

Complex sum ;

sum.real = c,.real + c,.real ;

sum.imag = ¢|.imag + ¢,.imag ;

return sum ;

}

Str dung ham toan tir 1a ban giéng nhu sir dyng ham toan tr khong phai
thanh phan cta 16p.

C6 su khac nhau tinh té giita ham toan tir thanh phan va ham toan tir
ban. Vi duy, gid st A va B Ia hai $6 phtic, va ham operator + 1a ham ban cua
16p Complex. Khi do, cau I¢nh:

A=1+B;
dugc chuong trinh dich xem la:
A = operator+ (1,B) ;
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va dé thuc hién, 1 duoc chuyén thanh di tuong Complex voi phﬁn thuc
bang 1, phan 4o bang 0 boi toan tir chuyén kiéu duge xac dinh trong 16p
Complex, rdi duge cong voi sd phiic A.

Chung ta xét xem diéu gi s€ xdy ra khi ham toan tir operator + 1a ham
thanh phan cta 16p Complex. Trong truong hop ndy, chuong trinh dich s&
minh hoa A =1 + B nhu la

A = 1. operator (B) ;

Nhung 1 khong phai 13 dbi tuong cua 16p Complex, do d6 né khong
thé kich hoat mot ham thanh phan cta 16p Complex. Piéu nay dén t6i 16i!

Vi nhitng 1y do trén, khi thiét ké mot 16p cai dit mot KDLTT thi cac
phép toan hai toan hang (chang han, cac phép cong, trir, nhan, chia s6 phirc)
nén duogc cai dat bdi ham toan tir ban cua 16p.

Trong mot 16p cai dat mot KDLTT, ndi chung ta can dua vao mot
ham viét ra dbi tuong dit li¢u trén cac thiét bj ra chuan. C + + di dua vao
toan tr << dé viét ra cac sd nguyén, sb thuc, ky tu, ... Chang ta c6 thé dinh
nghia lai todn tir << dé viét ra cac d6i tugng dit liéu phtrc hop khac, ching
han dé viét ra cac s6 phuc trong 16p Complex. Trong 16p Complex, ham

operator << duogc thiét ké 1a ham ban véi khai bao sau:
ostream & operator << (ostream & os, const Complex & ¢) ;

trong d6 ostream 1 16p cac ludng dir liéu ra (output stream), ostream 13
thanh vién cua thu vién iostream.h, va cout (thiét bi ra chuén) 1a mot doi
tuong cua 16p ostream.

Sau day la cai ddt ham toan tir ban operator << trong 16p Complex:

ostream & operator << (ostream & os, const Complex & c)

// Postcondition. Sb phuc ¢ dugc viét ra luéng os, dudi dang a + ib,
// trong d6 a 1 phan thuc va b 1 phan 4o cua s6 phic c.

// Gia tri tra vé 13 ludng ra os.

{
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os << c.real << “+1” << c.imag ;

return os ;

}

Trén day ching ta da xét cach cai dat cac ham toan tr dinh nghia lai
cac phép toan + va << cho cac sd phirc. Cac vi du d6 ciing cho ban mot
phuong phap chung dé khi thiét ké mot 16p cai dat mot KDLTT, ban c6 thé
cai dat mot phép toan hai toan hang b1 mgt ham toan tir dinh nghia lai cac
phép toan trong C + +.

Hau hét cac phép toan, cac toan tir trong C + + déu c6 thé dinh nghia
lai. Tuy nhién, khi thiét ké cac 16p cai dat cac KDLTT, théng thuong chiing
ta chi can dén dinh nghia lai cac phép toan s6 hoc: +, -, * ./, cac phép toan

sosdnh==,1=,<,<=,> >= cictodntr gén=,+=,-=,%*= /=,

2.3  PHAT TRIEN LOP C + + CAI PAT KDLTT

Trong muc nay chung ta sé& trinh bay mot vi du vé 16p Complex, qua
d6 ban doc s& thiy can phai lam gi dé phat trién mét 16p C + + cai dit mot
KDLTT. Phan cubi ciia muyc sé trinh bay cic huéng dan cai dat KDLTT béi
16p.

Mot 16p khi dugc khai bao sé 1a mot kiéu dir liéu duoc xac dinh boi
nguoi st dung. Vi vdy, ban c6 thé khai bdo mot 16p trong chuong trinh va sir
dung no trong chuong trinh gidng nhu khai béo va sir dung céc kiéu dit liéu
quen thudc khac. Hinh 2.1 1a mdt chuong trinh demo cho viéc khai bao va st
dung 16p Complex. Chu ¥ rang, khi cai dit cac ham thanh phan ctia mét 19p,
ban can st dung toan tir dinh pham vi dé chi no thude 16p d6 ¢ day ban phai

dat Complex :: trudc tén ham.

# include < math.h >

# include < iostream.h >
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class Complex
{
public :
Complex (double a =0, double b =10) ;
// Tao ra s6 phirc c6 phan thyc a, phan a0 b
double GetReal( ) const ;
// Tra vé phan thuc ciia s6 phc.
double Getlmag () const ;
// Tra vé phan 4o cua sb phuc.
double GetAbs () const ;
// Tra vé gia tri tuyét doi cua sb phic.
friend Complex & operator +(const Complex & cy,const Complex &c,);
// Tra vé téng cua sO phtic ¢; va ¢,
friend Complex & operator -(const Complex & c,const Complex & ¢,);
// Tra vé hiéu ctia sb phtic ¢; va ¢,
friend Complex & operator *(const Complex & c,const Complex & c¢,);
// Tra vé tich cta s6 phtic ¢, va ¢,
friend Complex & operator /(const Complex & ¢y, const Complex & ¢,);
// Tra vé thuong cua sb phuc ¢, va ¢,
friend ostream & operator << (ostream & os, const Complex &c);
// In sb phirc ¢ trén ludng ra os.
// Cac mau ham khac.
private :
double real ;

double imag ;

¥

int main ()

{
Complex A (3.2,5.7);

Complex B (6.3, -4.5);
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cout << “Phan thuc ciia s6 phiic A:” << A.GetReal( ) << end];
cout << “Phan 4o ctia s6 phiic A:” << A.GetImag () << endl ;
A=A+B;

cout << A <<endl ; //In ra sb phirc A.

return O ;

// Sau day la cai dat cdc ham da khai bao trong 16p Complex
Complex :: Complex (double a = 0, double b = 0)

{
real=a;
imag=>b;
}
double Complex :: GetReal ()
{
return real ;
h

// Cai dat cac ham con lai trong 16p Complex.

Hinh 2.1. Chwong trinh demo vé khai bio va sir dung 16p.

Tuy nhién chung ta thiét ké mot KDLTT va cai dat n6 bai 1op C + + 1a
dé sir dung trong mot chuong trinh bat ky can dén KDLTT d6, do d6 khi
phat trién mot 16p cai dit mot KDLTT, chung ta can phai t6 chirc thanh hai
file: file dau va file cai dit (twong tw nhu ching ta da 1am khi cai dit khong
dinh hudéng d6i tugng KDLTT, xem muc 1.4 ).

e File dau: File diu c6 tén két thic boi .h. File dau chira tat ca céc
thong tin can thiét ma ngudi 1ap trinh can biét dé sit dung KDLTT
trong chuong trinh cia minh. Chung ta sé t6 chic file dau nhu sau:
Pau tién 1a cac chu thich vé cac ham trong muc public cia 16p. Mdi

cht thich vé mdt ham bao gobm mau ham va cac diéu kién trudce, dicu
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kién sau kém theo mdi ham. Nguoi st dung 16p chi can doc cac
thong tin trong phan chu thich nay. Tiép theo 13 dinh nghia 16p. Chu
y rang, dinh nghia 16p can dit giita cac dinh hudng tién xur 1y # ifndef
# define ... # endif. Chang han, dinh nghia 16p Complex nhu sau:

# ifndef COMPLEX H
# define COMPLEX H
class Complex
{
// danh sach thanh phan
§ s
# endif

File dau cua 16p Complex dugc cho trong hinh 2.2. Can luu ¥ rang,
trong 16p Complex do, ching ta méi chi dua vao mot sb it phép toan,
dé thuan loi cho viéc tién hanh cac thao tac sé phuc, 16p Complex
thuc té can phai chira rat nhidu phép toan khac, song dé cho ngin

gon, chung ta da khong dua vao.

// File ¢du Complex.h

// Cac ham Kién tao :

/I Complex (double a = 0.0, double b =0.0) ;
// Postcondition: s6 phitc dugc tao ra ¢ phan thirc 13 a, phan 4o 1a b.
// Cac ham thanh phan khac:

// double GetReal () const ;

// Tra vé phan thuc ciia s6 phic.

// double Getlmag () const ;

// Tra vé phan 4o cua sb phirc.

// double GetAbs () const ;

// Tra vé gia tri tuyét d6i cua sb phirc.

// Cac ham ban:
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// friend Complex & operator + (const Complex & ¢,

// const Comple & ¢,) ;
// Tra vé téng ¢+ ¢, cua sd phtic ¢ va c,.

// friend Complex & operator - (const Complex & ¢,

/l const Complex & c¢,);
// Tra vé hiéu ¢, — ¢, cua sb phtic ¢ va ¢,

// friend Complex & operator * (const Complex & ¢,

// const Complex & ¢,);
// Tréa vé tich c; ¥ cycua $b phtic ¢; va ¢,

// friend Complex & operator / (const Complex & ¢y,

// const Complex &c,);
// Tra vé thuong ¢, / ¢, cua $b phtic ¢ va ¢,

// friend ostream & operator << (ostream & os, const Complex &c);
// Postcondition: sd phtic ¢ dugc in ra dudi dang a + ib, trong d6 a 1a

// phan thue, b 13 phan 4o cua c.

# ifndef COMPLEX H
# define COMPLEX H
class Complex
{
public :
Complex (double a = 0.0, double b = 0.0) ;
double GetReal () const ;
double Getlmag () const ;
double GetAbs () const ;
friend Complex & operator + (const Complex & c, const
Complex & ¢,) ;
friend Complex & operator - (const Complex & c¢;, const
Complex & ¢,) ;
friend Complex & operator * (const Complex & c;, const

Complex & ¢,) ;
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friend Complex & operator / (const Complex & ¢, const
Complex & ¢,) ;
friend ostream & operator << (ostream & os, const
Complex & ¢) ;
private :
double real ;
double imag ;
5
# endif

Hinh 2.2. File d4u ciia 16p Complex

File cai diit. Hau hét cac chuong trinh dich doi hoi file cai dat co tan
cung la .cpp hodc .c. Trong file cai dat trudce hét can c6 ménh dé #
include “tén file dAu” va cadc ménh dé # include khac, chéng han #
include <math.h>, ..., khi ma céc file thu vién chuin nay can thiét
cho su cai dat cac ham trong 16p. Mot diéu can luu ¥ 13, khi viét dinh
nghia moi ham thanh phﬁn, ban can st dung toan tr dinh pham vi dé
chi nod thudc 16p ndo. Trong vi du dang xét, ban can dat Complex ::
ngay troc tén ham thanh phan. File cai dit Complex.cpp duogc cho
trong hinh 2.3.

// File cai dat Complex.cpp
# include “Complex.h”
# include <math.h>
# include <iostream.h>
Complex :: Complex (double a = 0.0, double b = 0.0)
{
real =a ;

imag=>b ;
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double Complex :: GetReal () const

{

return real ;
b
double Complex :: Getlmag () const
{

return imag ;
}
double Complex :: GetAbs () const
{

return sqrt (real * real + imag * imag) ;
b

Complex & operator + (const Complex & c;, const Complex & c¢,)
{
Complex c;
c.real = c;.real + c,.real ;
c.imag = c;.imag +c,.imag ;
return c ;
b
// Cac ham toan twr -, *, /
ostream & operator << (ostream & os, const Complé &c)
{
os << c.real << “+i” << c.imag ;

return os ;

Hinh 2.3. File cai dat Complex.cpp
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Hudéng din xdy dung 16p cai dit KDLTT.

X4y dung mot 10p tét cai dat mot KDLTT 13 mot nhiém vu khé khan.
Ung voi moét KDLTT c6 thé c6 nhiéu cach cai dit khac nhau. Piéu d6 trude
hét 12 do mot loai ddi tuong dit lidu c6 thé duoc biéu dién boi nhiéu CTDL
khéac nhau. Su lwa chon CTDL dé cai dat doi tuong dir li¢u can phai sao cho
cac ham thyc hién cac phép toan trén dit lidu 1a hi€u qua.

Sau khi d lua chon CTDL, nhiém vu tiép theo 1a thiét ké 16p: 16p can
chtra cic ham thanh phan, ham ban nao? Cac ham d6 can duogc thiét ké nhu
thé nao? ( Tuc 14 cac ham d6 can c6 mau ham nhu thé nao?). Cac huéng dan
sau day s& gitp ban d& dang hon khi phat trién mot 16p cai dat KDLTT. Céc
huéng din nay ciing nhim muc dich dé nguoi 1ap trinh c¢6 thé sir dung
KDLTT mdt cach thuan ti¢n, an toan va hiéu qua.

1.Can nhé rang, khong phai trong dic ta KDLTT c6 bao nhiéu phép
toan thi trong 16p chi c6 biy nhiéu ham twong tng véi cic phép toan do.
Thong thudng ngoai cac ham twong tmg véi cic phép toan, chiing ta can dua
vao 16p nhiéu ham thanh phan (hodc ham ban) khéc gitip cho ngudi sir dung
tién hanh dé dang céc thao tac trén dit liéu trong chuong trinh, chang han cac
ham kién tao, ham huy, cac loai todn tr gan, cdc ham doc dir li¢u, viét dix
liéu, ham chuyén kiéu, ...

2.Can cung cip mot sé ham kién tao thich hop dé khai tao ra cac ddi
tugng cua 16p (rat it khi ngudi ta thiét ké mot 16p khong ¢6 ham kién tao).
Pic biét can luu v dén ham kién tao mic dinh (ham kién tao khong c6 tham
s6) va ham kién tao copy.

Néu ban khéng cung cip cho 16p ham kién tao mic dinh, thi chuong
trinh dich s& tao ra ham kién tao mic dinh tu dong. Tuy nhi€én ham kién tao
mic dinh duoc cung cip béi chuong trinh dich c6 han ché: né chi khoi tao
cac thanh phﬁn dit liéu c6 ham kién tao mic dinh, con cac thanh phﬁn dir liéu
khac thi khong duoc khéi tao.

Can biét rang, ham kién tao copy s& dugc tu dong goi bdi chuong

trinh dich khi ma d6i tugng duoc truyén boi gia tri trong mot 1oi goi ham.
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Néu ta khong cung cap cho 16p mot ham kién tao copy, thi mot ham kién tao
copy tu dong s& duoc chuong trinh dich cung cdp. Ham nay sé copy ting
thanh phan dir liéu cua ddi tugng bi copy sang cho d6i twong copy. Chiing ta
s& xét truong hop 16p chtra thanh phan dir liéu 14 bién con tré Ptr. Gia s X
1a d6i twong di co cia 16p nay. Ta mudn khdi tao ra d6i twong méi Y 12 ban
sao ctia X bai khai bao Y(X) (hodc Y = X). Néu trong 16p khong cung cip
ham kién tao copy, thi két qua cua I¢nh trén s€ dugc minh hoa trong hinh
2.4. Piéu nay s& kéo theo hau qua 1a bat ky sy thay dbi dir liéu data3 cta doi
tuong Y cling kéo theo su thay ddi dit liéu data3 cua doi tuong X va nguoc

lai. B¢ 1a diéu ma chiing ta khong muodn co.

d6i tuong X

data 1 Ptr

data 2

data 3

d6i tuong Y

data 1 Ptr

data ?.

Hinh 2.4. Poi twong Y la copy ciia ddi twong X, khi 16p khong
dwgc cung Cf’lp ham kién tao copy.
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Trong trudong hop 16p ¢ chira bién thanh phan 13 bién con trd, ching
ta can dua vao 16p ham kién tao copy. Ham nay can phai tao ra dbi twong
moi Y tir dbi twong X cii nhu trong hinh 2.5.

d6i tuong X

A 4

data 3

d6i tuong Y

data 3

A 4

Hinh 2.5. Poi twong Y 1a copy ciia doi twong X, khi trong 16p c6

ham kién tao copy

3.Néu ban khong dua vao 16p ham huy, thi chuong trinh dich sé tao ra
ham huy ty dong. Song ham huy nay chi thu hdi ving nhé di cap cho tat ca
cac bién thanh phan cua 16p, ving nhé cip phat dong ma cac bién thanh
phan kiéu con tré tré toi thi khong bi thu hoi. Vi vay, trong trudng hop 16p
chta cc thanh phan dit liéu 13 bién con tro thi nhét thiét ban phai thiét ké
cho 16p mot ham huy, ham nay thyc hién nhi€ém vu thu hoi tat ca céc vung
nhé lién quan t&i dbi tugng dé tra vé cho hé thdng, khi ma ddi tuong khong

con can thiét ntra.
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4. Trong chuong trinh, toan tir gdn dugc su dung thuong xuyén trén
cac ddi tuong dir liéu. Do d6 trong 16p, chung ta can dwa vao ham toan tir
operator =, n6 dinh nghia lai toan tir gan truyén théng trong C + +, nd tuong
ty nhu ham kién tao copy, chi c6 diéu no duoc su dung dé gan, chir khong
phai dé khai tao ra d6i twgng mai. Néu ban khong cung cap cho 16p toan tir
gan thi toan tir gan tu dong s& duoc chuong trinh dich cung cap. N6 chi 1am
duge mot viée: copy ting thanh phan dir liéu cta ddi tugng & bén phai toan
tir gén toi cac thanh phan dit liéu twong tmg cta ddi tuong & bén trai.

5.Cac phép toan mot toan hang, hai toan hang trén cac déi tuong dit
lidu cia KDLTT can dugc thiét ké 13 cac ham toan tir ciia 16p (cic ham nay
dinh nghia lai cac phép toan s6 hoc +, -, *, /, ...tuy theo ngir nghia cua
chung). Cac ham todn tir c6 thé thiét ké nhu 13 ham thanh phan hodc nhu 1a

ham ban cua 16p.

2.4 LOP KHUON

Trong muc nay chung ta s€ trinh bay khai niém l¢p khuon (template
class). Lop khuén 1a mot cong cu quan trong trong C + + dugc st dung dé
cai dat cac 16p phu thudoc tham bién kiéu dit liéu. Cac KDLTT quan trong
ma chung ta nghién ctru trong cac chuong sau déu duoc cai dat boi 16p
khuon. Trudc hét chung ta xét mot vi du vé 16p congtono va cach cai dat

khong str dung 16p khuon.
241 L6p congtono

Trong nhiéu tmg dung, ching ta can sitr dung cdc KDLTT ma mdi ddi
tuong dit li€u cta n6 1a mot bd suu tap céac phf?m tu dit li¢u cung kiéu nao do.
L6p cai dit cac KDLTT nhu thé dugc goi 1a 16p congtono (container
class). Nhu vay, 16p congtono 1a mot thuat ngit dé chi cac 16p ma mdi ddi

tuong cua 16p 1a mot “congtono” chira mdt bo suu tap cac dir li€u cung kiéu.

55



Céc 16p danh sach, hang d6i, ngan xép, ... duge nghién ctru sau nay déu 1a
16p congtono. Trong mdt chuong trinh ciia minh, ban c6 thé can dén 16p
congtono cac sé nguyén, ngudi khac lai can stir dung chinh 16p congtono do,
chi khac mot diéu 1a cic congtono cua anh ta khong phai 1a congtono cac sb
nguyén ma la congtono cac s6 thuc, hodc congtono cac ky tu. Do do, van dé
dit ra cho viéc thiét ké cac 16p congtono 1a: 16p can duoc thiét ké nhu 16p
phu thudc tham bién kiéu dix liéu Ttem sao cho trong mét chuong trinh bét
ky, ban co thé d& dang st dung 16p bang cach chi ra Item dugc thay boi mot
kiéu dit liéu cu thé, chéng han int, double hodc char... Sau day 1a mdt vi du
vé mot 10p congtono va cach cai dit st dung ménh dé dinh nghia kiéu
typedef.
Vi du (KDLTT Tui). Trudc hét ching ta dic ta KDLTT Tui. Mbi ddi
tuong dr liéu 1a mdt “tai” chira mot bd suu tap cac phﬁn tor cung kiéu.
Chéng han, d6i twong dit liéu c6 thé 1a tai bi, mot tai co thé chira 3 bi xanh,
1 bi d6, 2 bi vang, ... Mot vi du khac, ddi tuong dit liéu co thé 1a congtono
40 so mi, mdi congtono co thé chira nhiéu 40 thudc cung mot loai 40 (mdi
loai 4o dac trung boi kiéu dang, loai vai, cd 40).
Sau day 1a cac phép toan co thé thuc hién trén cac ti, Trong cac phép
toan ndy, B 1 ky hiéu mot tai, element 13 mot phan tir cung kiéu vai kiéu
ctia cic phan tir trong tai.
1. Sum (B). Ham tra vé sd phan tir trong tii B.
2. Insert (B, element). Thém phan tir element vao tii B.
3. Remove (B, element). Liy ra mot phan tir 12 ban sao cua element
khai ti B.

4. Occurr (B, element). Ham tra vé sd phan tir 1a ban sao cta element
trong tai B.

5. Union (By, B,). Hop cua tai Byva tii B,. Ham tra vé mot tai chira
tat ca cac phan tir cia By va tit ca cac phan tir cua ti B,.

Duéi day ching ta dua ra mdt cach cai dat KDLTT Tuai da dac ta ¢

trén.
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Chung ta s& si dung mot mang (tinh) data c6 ¢& 1a MAX dé luu cac
phan tir ciia thi. Cac phan tir cua tii duoc luu trong cac thanh phan cua
mang: data[0], data[1], ..., data[size-1], trong d6 size 1a s6 phan tir cia tai.
Chéng han, mét tai chira 5 sb nguyén: 2 sO nguyén 3, 1 sO nguyén 35, 2 sO

nguyén 6 co6 thé lvu trong mang nhu sau:

0 1 2 3 4 MAX-1

Trong khai bao mang data, c& cia mang MAX can phai 13 hang, MAX
1a s6 t6i da cac phan tir ma tai c6 thé chira, va no 1a chung cho tat ca cac ddi
tugng ctia 16p. Vi vy, ching ta s& khai bao MAX 1a hang tinh trong 16p.
Chrfmg han, static const int MAX =50 ;

Muc tiéu thiét ké 16p tai (class bag) cuia chiing ta 13 sao cho nguoi lap
trinh str dung 16p ti trong cac hoan canh khac nhau mot cach thuan ti¢n: chi
can mot vai thay doi nho, khong can viét lai toan bd ma cua 16p. Trong mot
chuong trinh, nguoi 1ap trinh c¢6 thé sir dung 16p thi s6 nguyén, trong chuong
trinh khac lai c6 thé st dung 16p tai bi hodc 16p ti 40 so mi, ... Cac phép
toan trén cac di tuong cua cac loai tii khac nhau la hoan toan nhu nhau,
khong phu thude gi vao kiéu dit lidu ctia cac phan tir trong ti. Do d6, chung
ta dua vao 16p ménh dé dinh nghia kiéu, ménh dé nay xac dinh kiéu dit liéu
Ttem, Ttem 14 kiéu dit liéu cua céc phén tur trong tui . Ch.'fmg han, trong dinh
nghia 16p thi s6 nguyén, ban dua vao ménh dé:

typedef int Item ;

L&p thi chira hai bién thanh phan: mang data luu cac phan tir cia thi

va bién size luu s phan tir trong ti. Thiét ké ban dau cua 16p tui nhu sau:

class Bag

{
public :
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static const int MAX =50 ;

typedef int Item ;

// Cac ham thanh phan
private :

Item datalMAX] ;

int size ;

¥

Trong cac ham thanh phan cta 16p Bag, bat ky chd nao c¢6 mit Item,
chuong trinh dich s& hiéu d6 13 int. V&i cach thiét ké nay, néu chwong trinh
cta ban can dén 16p thi ma cac ddi tuong cua nd chtra cac ky tu, ban chi can
thay int trong ménh dé typedef boi char. Con néu ban mudn sir dung cac tai
c6 ¢& 16n hon, ban chi can xac dinh lai héng MAX. Cén luu v réng, héng
MAX va kiéu Item duoc xac dinh trong pham vi 16p Bag. Vi viy, ¢ ngoai
pham vi 16p Bag, dé truy cp toi chung, ban can st dung toan tir dinh pham
vi. Chang han, trong chuong trinh dé in ra ¢ t6i da cta tdi, ban can viét

cout << “c& tbi da clia ti 1a:” << Bag :: MAX <<endl ;

Bay gid chiing ta thiét ké cac ham thanh phéan cua 16p Bag. Trudc hét,
can ¢6 ham kién tao mic dinh sau

Bag () ;

Ham nay khéi tao ra mét tai rong.

Cac phép toan (1)-(4) cua KDLTT Tui dugc cai dat boi cac ham thanh
phan tuong Gng cua 16p Bag nhu sau:

int Sum( ) const;

void Insert (const Item & element) ;
void Remove (const Item & element) ;
int Occurr (const Item & element) ;

Phép toan (5) dugc cai dat béi ham toan tir ban:

friend Bag& operator + (const Bag & B1, const Bag & B2);
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V61 ham todn tir nay, chung ta da xac dinh phép + trén céac thi. Do do,
dé thuén tién khi can cong thém mot tai vao mot tai khac, chiing ta dua vao
16p Bag mot ham toan tir thanh phan operator += nhu sau:

void operator += (const Bag & B1) ;

Khong can dua vao 16p Bag ham kién tao copy, ham toan tir gan, vi
chi can st dung ham kién tao copy tu dong, todn tir gan ty dong 1a du.

Pén day chung ta co thé viét ra file dau cua 16p Bag. File dau duoc
cho trong hinh 2.6.

// File diu bag.h

// Sau day 1a cac thong tin nguoi 1ap trinh can biét

// khi stt dung 16p Bag.

// MAX 14 s6 t6i da cac phan tir ma mot Bag c6 thé chira.

// Ttem 14 kiéu dit liéu ctia cac phan tir trong tii.

// Ttem ¢6 thé 1a mot kiéu bt ky o sin trong C + + (chang han int,
// double, char, ...), hodc c6 thé 1a mot 16p trong d6 duge cung cp
// ham kién tao mic dinh, cic ham toan tir =, == va |=

// Sau day 1a cac ham thanh phan cta 16p Bag:

/I Bag() ;

// Postcondition: mot Bag rong dugc khéi tao.

//int Sum ( ) const;

// Postcondition: Tra vé tong sd phan tir ciia tdi.

// void Insert(const [tem& element) ;

// Ham thuc hién thém element vao tai B.

// Precondition: B.Sum () <MAX

// Postcondition: mdt ban sao cua element duoc thém vao tai B.

// void Remove (const Item& element) ;

// Ham loai mot phan tir khoi tai B.

// Postcondition: mot phﬁn tir 1a ban sao cua element bi loai khoi tii B,
// néu trong B ¢6 chtra, va B khong thay d6i néu trong B khong chira.

// int Occurr (const Item& element) ;
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// Postcondition: Tra vé sd 1an xuat hién cua element trong tii B.
// void operator += (const Bag& B1)
// Ham thyc hién cdng tai B1 vao tai B, B += Bl
// Postcondition: tt ca cac phan tir ctia tii B1 dwgc thém vao tai B.
// Ham toan tir ban cua 16p Bag:
// friend Bag& operator + (const Bag& B1, const Bag& B2) ;
// Precondition: B1.Sum () + B2.Sum( ) <= MAX
// Postcondition: Tra vé tii B 13 hop cua tai B1 va B2.
// Ban ¢6 thé str dung toan tir gan = va ham kién tao copy cho céac
// d6i tuong cua 16p Bag.
# ifdef BAG_H
# define BAG_H
class Bag
{
public:
static const int MAX =50 ;
typdef int Item;
Bag () {size=10;}
int Sum( ) const
{return size ;}
int Occurr (const Item& element) const ;
void Insert (const Item& element) ;
void Remove (const Item& element) ;
void operator += (const Bag & B1) ;
friend Bag & operator + (const Bag & B1,const Bag & B2);

private :
Item data] MAX];
int size ;
§ i
# endif
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Hinh 2.6. File diu ciia 16p Bag.

Bay gio ching ta tién hanh cai dit cac ham da khai bao trong dinh
nghia 16p Bag.

e Ham Insert: Trudc hét can kiém tra tGi khong day. Cac phan tir clia
tai duge luu trong cac thanh phan cua mang data: data[0], data[1],
..., data[size - 1], do d6 néu tai khong ddy, phan tir element dugc luu
vao thanh phan data[size], tic 1a

if (size < MAX)
{
data[size] = element ;
size + +
}

e Ham Remove: Dé loai dugc phan tir element khoi thi, trudc hét ta
tim vi tri dau tién trong mang data, tai d6 c6 luu element. Piéu nay
dugc thyc hién bang cach cho bién i chay tir 0 t&i size — 1, néu gip
mot thanh phan ciia mang ma data[i] == element thi dung lai, con
néu i chay t6i size thi diéu d6 c6 nghia 13 tii khong chira element.
Budc tim vi tri dau tién lwu element duoc thuc hién boi vong lap:

For (1=0; (1<size ) && (data[i] !=element ); 1+ +) ;
Viéc loai element & vi tri thir 1 trong mang data dugc thuc hi¢n
bang cach chuyén phan tir luu & vi tri cudi cung data[size - 1] t&i vi
trf i, va giam s phan ttr cta tai i di 1. Tc 1a:
data[i] = data[size - 1] ;
size -- ;

e Ham Occurr: Ching ta cian dém sb lan xuat hién ciia phan tir
element trong tdi. Mubn vay, chung ta st dung mdt bién dém count,
cho bién chi s6 i chay tir ddu mang t6i vi tri size — 1, cr mdi lan gap
phan tir element thi bién dém count duoc ting 1én 1.

count=0;

for (1=0;1<size;1+ +)
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if ( data[i] = = element)
count + +;

e Ham toan tir operator +=: Nhiém vu cua ham la “d6” nodi dung cua
tai B1 vao tii B. Chi c6 thé thyc hién duoc diéu d6 khi ma tong sd
phan tir cia hai tai khong vuot qua dung luong MAX. Néu diéu kién
d6 dung, chung ta sao chép lan lugt cac phan tir cua tai B1 vao cac
thanh phan méang data cia tai B, bat dau tir vi tri size. Hanh dong d6
duoc thuc hi¢n bdi vong lap:

for (1=0;1<Bl.size; 1+ +)
{
data[size] = B1.data[i] ;
size + +
b

e Ham toan tir ban operator +. Mudn gop hai tai thanh mot tai,
duong nhién ciing can diéu kién tong sé phan tir caa hai tii khong
16n hon MAX. Chung ta khdi tao mot ti B rong, roi ap dung toan tu
+= d6 lan luot tai B1, B2 vao thi B, tuc 1a:

Bag B;
B += BI;
B += B2;

Str dung ham tién ich assert.

Trong nhiéu ham, dé ham thuc hién duoc nhiém vu cua minh, cac dix
liéu vao cin thoa man cac diéu kién duoc liét ké trong ph?ln chu thich
Precondition ¢ ngay sau miu ham. Khi cai dit cac ham, chung ta c6 thé sir
dung ménh dé if (Precondition) & dau than ham, nhu chung ta dd 1am khi néi
vé ham Insert. Mot cach lua chon khéc 1a sir dung ham assert trong thu vién
chuin assert.h. Ham assert c6 mot ddi s6, d6 1a mot biéu thic nguyén, hodc
thong thudng 12 mot biéu thuc logic. Ham assert s& danh gid biéu thirc, néu
biéu thirc c6 gia tri true, cac 1énh tiép theo trong than ham sé& dugc thyuc hién.

Néu biéu thtrc c6 gia tri false, assert s& in ra mot thong bao 15i va chuong
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trinh s€ bi treo. Vi vay, khi cai dat mot ham, chung ta nén sir dung ham

assert thay cho ménh dé if.

File cai dit cua 16p Bag duoc cho trong hinh 3.7. Chu ¥ rang, trong

cac ham c6 st dung ham assert, nén & dau file ching ta can dua vao m¢nh dé

# include < assert.h >

// File : bag.cpp
# include <assert.h>
# include “bag.h”

int Bag :: Occurr (const Item & element) const

{

void

void

int count=0;
inti;
for (1=0; 1 <size ; 1+ +)
if (data[1] == element)
count + + ;

return count ;

Bag :: Insert (const Item & element)

assert (Sum( ) < MAX) ;
data[size] = element ;

size + +;

Bag :: Remove (const Item & element)

int 1;
for (1= 0; (1 <size) && (data[i]! =element); 1+ +) ;
if (i == size)
return ;
data[i] = data[size - 1] ;
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size -- ;

h
void Bag :: operator += (const Bag & B1)
{
it 1;
int a=Bl.size;
assert (Sum( ) + B1.Sum( ) <= MAX);
for(1=0;1i<a;i++)
{
data[size] = Bl.data[i] ;
size + + ;
}
}

Bag & operator + (const Bag & B1, const Bag & B2)
{
Bag B;
assert (B1.Sum( ) + B2.Sum( ) <= Bag :: MAX) ;
B +=Bl1;
B+=B2;

return B ;

Hinh 2.7. File cai dat cua lo)p Bag.

Nhin xét. Lép Bag ma chung ta dd cai dit co cac dic diém sau:
Trude hét, mdi dbi tugng ciia 16p 1a tai chi chira duoc ti da 50 phan t, do
khai bao hing MAX ¢ trong 16p:

static const int MAX = 50;
Mit khac, ménh dé
typedef int Item;
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xac dinh rang, cac phan tir trong tai 13 cac s6 nguyén. Trong mot chuong
trinh, néu ban mudn st dung Bag véi co tai 16n hon, chéng han 100, va cac
phan tr trong tai ¢6 kiéu khac, chang han char, ban chi can thay 50 bang 100
trong ménh dé khai bao hang MAX va thay int bang char trong ménh dé
dinh nghia Item. Song néu nhu trong mot chuong trinh, ban can dén ca tai sb
nguyén, cé tii ky tu thi sao? Ban khong thé dinh nghia hai lan 16p Bag trong
mdt chuong trinh! Lép khudn (template class) s& giai quyét duge kho khin
nay. Lép khuodn trong C + + 13 mdt cong cu cho phép ta thiét ké cac 16p phu
thuoc tham bién kiéu dir liéu. Truéc khi trinh bay khai niém 16p khuén,

chung ta hay néi vé cac ham khuén (template function)

2.4.2 Ham khuon

Xét van dé tim gia tri 10n nhat (nho nhét) trong mot mang. Thuét toan
don gian 1 doc tuan tu cac thanh phan ciia mang va luu lai vét ctia phan tir
16n nhéat (nho nhat). R rang, logic cua thuat toan nay chiang phu thudc gi
vao kiéu dir lidu cia cac phan tir trong mang. Cac thuat toan sip xép mang
cling c6 dac trung d6. Mot vi du khac: van dé trao d6i gia tri cua hai bién.
Thuét toan trao ddi gia tri ctia hai bién ma chung ta d3 quen biét ciing khong
phu thude vao kiéu dit liéu cta hai bién do. Chung ta mong mudn viét ra cac
ham cai dit cac thuat toan do sao cho ham c6 thé sir dung duogc cho cac loai
kiéu dir liéu khéc nhau.

Mot cach lga chon la st dung ménh dé dinh nghia kiéu typedef.

Chang han, ham trao doi gia tri ciia hai bién c6 thé viét nhu sau:

typedef int Item ;
void Swap (Item & x, Item & y)
{ Item temp;

temp =X ;

X=Y;
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y = temp ;

Ham trén dé trao d6i hai bién nguyén. Néu can trao doi hai bién ky tu,

ban thay int boi char trong ménh dé typedef. Nhung cach tiép can ndy c6 van

de, khi trong cung mot chuong trinh ban vira can trao doi hai bién nguyén,

vira can trao do6i hai bién ky tu, boi vi ban khong thé hai lan dinh nghia kiéu

Item trong cung mot chuong trinh.

MGt cach ti€p can khac khac phuc duge han ché cua céach tiép can trén

1a stt dung ham khuon. Chéng han, ham khuén Swap duoc viét nhu sau:

template <class Item>
void Swap (Item & x, Item & y)
// Ttem can phai 13 kiéu bat ky c6 sén trong C + + (int, char, ...)
// hoac la 16p c6 ham kién tao mic dinh va toan tir gan.
{
[tem temp ;
temp =X ;
X=Yy;
y = temp;
b

Pé xac dinh mdt ham khudn, ban chi can dit biéu thuc template

<class Item> ngay truéc mau ham. Bi€u thirc d6 ndi rang, & moi cho Item

xuét hién trong dinh nghia ham, Item 1a mdt kiéu dit liéu nao do6 chua duge

xac dinh. N6 s€ dugc hoan toan xac dinh khi ta st dung ham (goi ham).

Chuong trinh don gidn sau minh hoa cach s dung ham khuén Swap.

int main( )

{

int a=3;
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int b=25;

double x =4.2;

double y = 3.6;

Swap(a,b); // Item dugc thay thé boi int
Swap(x,y); // Item duogc thay thé boi double

return O ;

Mot vi du khac vé ham khudn: ham tim gia trj 16n nhét trong mang

template <class Item>
Item & FindMax (Item data[ ], intn)
// Ttem can phai 13 kiéu bat ky c6 san trong C + + (int, char, ...)
// hodc 1a 16p ¢6 phép toan so sanh <,
// Precondition: data 12 mang c6 it nhat n thanh phan, n > 0.
// Postcondition: gié tri tra vé 1a phan tir 16n nhét trong n phan tir
// data[0], ...,data[n -1].
{

int 1;

int index = 0; // chi s6 cua phan tir 16n nhat.

assert( n>0)

for(i=1;i<n;i++)

if (data [index] < data [i])
index = 1;
return data [index];

}

243 Lép khuon

Ham khuon 1a ham phu thugc tham bién kiéu dit liéu. Tuong tu, nho

16p khuon chiing ta xay dung dugc 16p phu thudc tham bién kiéu dit liéu.
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Pinh nghia 16p khuon

Xéc dinh mot 16p khuodn cling twong ty nhu x4c dinh mot ham khuon.
Can dit biéu thuc template <class Item> ngay trude dinh nghia 16p, Item 1a
tham bién kiéu cua 16p. Trong dinh nghia 16p, chd nao c6 mit Item, chiing ta
chi can hiéu Item 1a mot kiéu dir liéu nao do. Item 14 kiéu cy thé gi (13 int
hay double, ...) s€ duoc xac dinh khi chung ta st dung 16p trong chuong
trinh.

Vi du ( Lép khudn Bag). Tir 16p Bag dugc xy dung bang céch sir
dung ménh dé dinh nghia kiéu typedef int Item (xem hinh 2.6), ching ta c6
thé xay dung 16p khudn Bag nhu sau:

template <class Item>

class Bag
{

// B6 ménh dé typedef int Item;
5

Trong dinh nghia 16p khuon Bag, tat ca cdc ham thanh phan cta né 1a
cac ham thanh phan cua 16p Bag cii (16p trong hinh 2.6), khong c6 gi thay
d6i. Riéng ham operator +, n6 khong phai 13 ham thanh phan cua 16p, nén
trong mau ham cua nd, Bag (voi tu cach 1a tén kiéu dir liéu) can phai dugc
viét 1a Bag <Item>. Cu thé la:

friend Bag<Item> & operator + (const Bag <Item> & B,

const Bag <Item> & B2);

Téng quat, & bén ngoai dinh nghia 16p khudn Bag ( chang han, ¢ trong
file cai dat 16p khudn Bag), bat ky chd nio Bag xuat hién véi tu cich 1a tén
1p ( trong toan tir dinh pham vi Bag ::). hodc vdi tu cach 14 tén kiéu dit liéu,
chung ta can phai viét 1a Bag <Item> dé chi rang, Bag 1 16p phu thudc tham
bién kiéu Item.

Cai dit cac ham. Tat ca cac ham thao tac trén cac dbi tugng cta 16p

khuon ( bao gém cac ham thanh phﬁn, cac ham ban, cac ham khong thanh
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phﬁn) déu phai duoc cai dat 12 ham khuon. Chéng han, ham toan tir += cua

16p Bag can duoc cai dit nhu sau:

template <class Item>
void Bag <Item> :: operator += (const Bag <Item> & B1)
{
int 1;
int a=Bl. size;
assert (Sum( ) + B1. Sum( ) <= MAX);
fori=0;1<a;1++)
{
data [size] = B1.data [i];
size + +

}

To chire cac file. Nhu khi cai dat 16p binh thudng, cai dat 16p khuon
cling duogc td chirc thanh hai file: file dau va file cai dat. Chi c6 mot diéu can
Iuu ¥ 13, hau hét cac chuong trinh dich doi hoi phai dua tén file cai dit vao
trong file diu boi ménh dé # include “tén file cai dat”. Hinh 2.8 12 file dau

cua lop khuon Bag, file cai dat ¢ trong hinh 2.9.

// File dau: bagt.h
// Cac thong tin can thiét dé sir dung 16p Bag, cac chu thich vé cac
//'ham hoan toan gidng nhu trong file dau bag.h (xem hinh 2.6).
#ifndef BAG H
# define BAG H

template <class I[tem>

class Bag

{
public :
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static const int MAX = 50;
Bag( ) {size=0; ]
int Sum( ) const
{ return size; }
int Occurr (const Item & element) const;
void Insert (const Item & element);
void Remove (const Item & element);
void operator += (const Bag & B1);
friend Bag< Item> & operator + (const Bag<Item> & BI,
const Bag<Item> & B2);
private :
Item data] MAX];
int size;
¥
# include “bag.template”
# endif

Hinh 2.8. File diu ciia 16p khudn Bag.

// File cai dat : bag.template
# include <assert.h>
template <class Item>
int Bag<Item> :: Occurr (const Item & element) const
{

int count = 0;

int 1;

for (1=0;1<size; 1+ +)

if (data[i] == element)

count + +;
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return count ;

b

template <class [tem>
void Bag<Item> :: Insert (const Item & element)
{

assert ( Sum( ) < MAX) ;

data[size] = element;

size + +;

}

template <class [tem>
void Bag<Item> :: Remove (const Item & element)
{

int1;

for (1= 0; (i <size) && (data[i]!= element); i + +);

if (1 == size)
return;
data[i1] = data[size - 1];
size - - ;

b

template <class [tem>

void Bag<Item> :: operator += (const Bag<Item> & B1)

{
int 1;
int a = B1. size;
assert ( Sum( ) + B1. Sum( ) <= MAX);
for(1=0;i<a;1++)
{
data[size] = B1.data[i];
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size + +;

template <class [tem>
Bag<Item> & operator + (const Bag<Item> & BI,
const Bag<Item> & B2)

Bag<Item> B;

assert (B1.Sum( ) + B2.Sum( ) <= Bag<Item> :: MAX);
B +=Bl;

B +=B2;

return B;

Hinh 2.9. File cai dit 16p khuon Bag.

Sir dung 16p khudn. Trong mot chuong trinh, dé str dung mot 16p
khuon, truée hét ban can dua vao ménh dé # include “tén file dau”, chéng
han # include “bag.h”. Khi khai béo cac ddi tuong cua 16p, ban can thay thé
tham bién kiéu béi kiéu thuc té. Chéng han, biéu thirc Bag<Item> no6i rﬁng,
Bag 12 16p khuon véi tham bién kiéu Item, nén trong chuong trinh néu ban
mudn str dung ddi trong A 13 thi s6 nguyén, ban can khai bao:

Bag<int> A;
Chuong trinh demo st dung 16p khuén Bag dugc cho trong hinh 2.10.

# include <iostream.h>
# include “bag.h”

int main( )

{

Bag<int> A; // A 1 tai sd nguyén.
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Bag<char> B;// B la tii ky tu.
char c; // ky tu ban dua vao.
cout << “Please type 10 chars \ n”
<< “Press the return key after typing \n” ;
for(inti=1;1<=10;1++)
{
cin >> ¢c;
B. Insert(c);
A. Insert(int(c));
b
cout << “The total of integers 65 in the bag A:”
<< A. Occurr(65);

return 0;

Hinh 2.10. St dung 16p khuon.

2.5 CACKIEU DU LIEU TRUU TUQNG QUAN TRONG

Trong muc nay chiing ta s& gidi thiéu cac KDLTT quan trong nhit.
Cac KDLTT nay duoc sir dung thudng xuyén trong thiét ké cac thuat toan.
Cac KDLTT nay sé& duoc lan luot nghién ctru trong cac chuong tiép theo.

Trong chuong 1 chung ta di thao ludn vé tim quan trong ctia sy triru
tuong hoa dir li€u trong thiét ké thuat toan. Su triru tuong hoa dir liéu duoc
thuc hién béng cach xac dinh cac KDLTT. Mot KDLTT 1a mot tap cac ddi
tuong dit liéu cung voi mot tap phép toan co thé thuc hién trén cac ddi tuong
dit liéu do. Cac doi tuong dir li¢u trong thé gi61 hién thuc rat da dang va cé
thé rat phtrc tap. Pé mo ta chinh xéac cac ddi tuong dir li¢u, ching ta can su

dung cac khai niém todn hoc, cac mo hinh toan hoc.
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Tap hop 14 khai niém co ban trong toan hoc, né 1 co s¢ dé xay dung
nén nhiéu khai niém toan hoc khac. Tuy nhién, tap hop trong toan hoc la cd
dinh. Con trong cic chuong trinh, thong thudng chiing ta can phai luu mot
tp cac phan tir dit liéu, tAp ndy s& thay ddi theo thoi gian trong qua trinh xir
Iy, do chiing ta thém céac phan tir dit liéu méi vao va loai cac phan tir dir liéu
nao d6 khoi tap. Ching ta s& goi cac tip nhu thé 1a tip dong (dynamic set).
Gia su réng, cac phﬁn tir cua tap dong chira mét truong dugce goi 1a khoa
(key) va trén cac gia tri khod c6 quan hé thu ty (chang han khoa 1a sb
nguyén, sb thuc, ky tu,...). Ching ta cling gia thiét rang, cac phan tir khac
nhau cua tap dong c6 khoa khac nhau.

KDLTT tip dong (dynamic set ADT) dugc xac dinh nhu sau: Mbi
d6i tugng dir liéu cua kiéu nay 1a mot tap dong. Dudi day 1a cac phép toan
cua KDLTT tap dong, trong cac phép toan do, S ky hiéu mot tap, k 1a mot
gia tri khod va x 13 mot phan tir dit lidu.

1. Insert(S, x). Thém phan tir x vao tap S.

2. Delete(S, k). Loai khoi tap S phan tir c6 khod k.

3. Search(S, k). Tim phan tir c6 khoa k trong tap S.

4. Max(S). Tra vé phan tir c6 khoa 16n nhét trong tap S.

5. Min(S). Tra vé phan tir c6 khoa nho nhét trong tap S.

Ngoai cac phép toan chinh trén, con c6 mot sé phép toan khac trén tap
dong.

Trong nhiéu 4p dung, chiing ta chi can dén ba phép toan Insert, Delete
va Search. Céc tap dong v6i ba phép toan ndy tao thainh KDLTT tir dién
(dictionary ADT).

Mot khai ni€ém quan trong khéc trong giai tich todn hoc 1a khai niém
diy (ay, ..., a;, ...). Day khac tap hop & chd, cac phan tir cia ddy duoc sip
xép theo mot thir tu xac dinh: a; la phén tr dau tién, a; 1a phﬁn tr & vi tri thi
11=1,2,...), mot phﬁn tir ¢6 thé xuat hién & nhiéu vi tri khic nhau trong
day. Chung ta s€ goi mgt day hitu han 1a mdt danh sach. St dung danh sach
v6i tu cach 1a dbi twong dir liéu, chung ta ciing can dén cac thao tac Insert,

Delete. Tuy nhién, cac phép toan Insert va Delete trén danh sach c6 khac voi
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cac phép toan nay trén tip dong. Néu ky hiéu L 1a danh sach thi phép toan
Insert (L, x, i) 6 nghia 13 xen phan tir x va vi tri thi i trong danh sach L, con
Delete (L, 1) 1a loai phﬁn tir & vi tri thir 1 khoi danh sach L. Trén danh sach
con c6 thé tién hanh nhiéu phép toan khac. Cac danh sach cung voi cac phép
toan trén danh sach tao thanh KDLTT danh sach (list ADT). KDLTT danh
sach s€ dugc nghién ctru trong chuong 4 va 5.

Trong nhiéu trudng hop, khi thiét ké thuat toan, chung ta chi can sir
dung han ché hai phép toan Insert va Delete trén danh sach. Cac danh sach
vo1 hai phép toan Insert va Delete chi dugc phép thuc hién & mot dau danh
sach 1ap ra mét KDLTT méi: KDLTT ngin xép (stack ADT). Néu ching
ta xét cac danh sach vdi phép toan Insert chi dugc phép thuc hién & mot dau
danh sach, con phép toan Delete chi dugc phép thuc hién & mot dau khac
ciia danh sach, chung ta ¢co KDLTT hang doi (queue ADT). Ngin xép
dugc nghién ctru trong chuong 6, hang doi trong chuong 7.

Cay 1a mot tap hop véi ciu trac phan cAp. Mot dang cdy dic biét 1a
cay nhi phan, trong cdy nhi phan mdi dinh chi c6 nhiéu nhat hai dinh con
dugc phan biét 1a dinh con trdi va dinh con phdi. KDLTT cay nhi phan
(binary tree ADT) s¢ dugc nghién ctru trong chuong 9.

KDLTT hang wu tién (priority queue ADT) 13 mot bién thé cua
KDLTT tr dién. Hang uu tién 1a mot tdp dong v6i ba phép toan Insert,
FindMin, DeleteMin. Hang uu tién s€ duogc trinh bay trong chuong 11.

Céc KDLTT trén ddy dong vai tro cuc ky quan trong trong thiét ké
chuong trinh, dic biét KDLTT tir dién, boi vi trong phan 16n cac chuong
trinh chung ta can luu mot tap dit liéu r6i thi tién hanh tim kiém dir liéu va
cap nhat tap dir liéu do (bdi xen, loai dir licu).

Nhu ching ta di nhdn manh trong chuong 2, mot KDLTT c6 thé c6
nhiéu cach cai dat. Chung ta s& cai dat cac KDLTT bdi cac 16p C + +, va s€
phan tich, danh gia hiéu qua cia cic phép toan trong mdi cach cai dit.
Chung ta c6 thé cai dat danh sach boi méang tinh, boi mang dong hoic baoi
CTDL danh sach lién két (chuong 4).
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C6 nhiéu cach cai dat tap dong. Co thé cai dat tap dong bdi danh sach,
danh sach dugc sip (chuong 4). Cai dit tip dong boi cdy tim kiém nhi
phan (binary search tree) s¢ dugc trinh bay trong chuong 9. b6 1a mot
trong cac cach cai dat tap dong don gian va hi¢u qua.

Bang bam (hashing table) 1a mot CTDL dac biét thich hgp cho cai
dat tir dién. Cai dat tir dién boi bang bam 13 ndi dung ctia chuong 10.

BAI TAP

1. Hay noi r6 su khac nhau gifra hai muc public va private ctia mot 16p.

2. Hay md ta vai tro ctia ham kién tao va ham huy? C6 céac loai ham kién
tao nao?

3. Su khac nhau giita ham kién tao copy va toan tir gan?

4. Néu ta khong cung cap cho 16p ham kién tao va ham huy thi két qua
s& nhu thé nao?

5. Khi ndo trong mot 16p nhat thiét phai dua vao ham huy, ham kién tao
copy, toan tu gan?

6. Su khac nhau gitra ham thanh phﬁn va ham ban cua mot 16p?

7. Hay cai dat 16p xau ky tu theo cac chi dan sau. Xau ky tu dugc biéu
dién béi mang dong. Lop can chita cac ham thuc hién cac cong viéc
sau: xac dinh dg dai cta xau, truy cap toi ky tu thir 1 trong xau, két ndi
hai x4u thanh mot xau, cac phép toan so sanh hai xau, doc va viét ra
xdu. T4t ca cac ham can phai cai dat 1a ham toan ti, chi trir ham xac

dinh d6 dai cua xau.
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CHUONG 3

SU THUA KE

Mot trong cac dic trung quan trong nhét ciia C + + va cac ngdn ngit
1ap trinh dinh hudéng d6i tuong khéc 13 cho phép chung ta co thé sir dung lai
cac thanh phin mém. Trong muc 2.4 chung ta d3 trinh bay mot phuong phap
thyc hién st dung lai cac thanh phan mém bang cach xay dung cac 16p
khudén. Chuong nay s€ trinh bay mot phuong phép khéc: st dung lai cac
thanh phan mém thong qua tinh thira ké (inheritance). Sir dung tinh thira
ké, ching ta ¢ thé xay dung nén cac 16p méi tir cac 10p da co, tranh phai

viét lai cac thanh phan mém da co.

3.1 CAC LOP DAN XUAT

Khi xay dung mét 16p méi, trong nhiéu truong hop 16p méi can xay
dung c6 nhiéu diém gibng mot 16p da cd. Khi do trén co so 16p da c6, bang
cach sir dung tinh thira ké, ching ta c6 thé xay dung nén 16p méi. Lop da co
duoc goi 1a 16p co s& (base class), 16p mdi duoc xay dung nén tur 16p co so
dugc goi 13 16p din xuit (derived class). Mot 16p din xudt co thé dugc
thira ké tir nhiéu 16p co sd, diéu nay dugc goi 1a tinh da thira ké (multiple
inheritance). Song dé don gian cho trinh bay, sau ddy chung ta chi dé cap
t6i sy thiét ké 16p dan xudt thira ké tir mot 16p co so.

Tinh thira ké cho phép ta st dung lai cac thanh phian mém khi chiing
ta xdy dyng mot 16p méi. Lop dan xuét co thé thira ké cac thanh phan dir
liéu va cac ham thanh phan tir 16p co s6, trir cac ham kién tao va ham huy.
L6p dan xuat co thé thém vao cac thanh phan dir liéu méi va cac ham thanh

phan mai1 can thi€t cho cac phép toan cua nd. Ngoai ra, 16p dan xuat con co
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thé xac dinh lai bat ky ham thanh phan ndo ciia 16p co s& cho phu hop véi
cac dic diém cua 16p dan xuit.

Ch phéap x4c dinh mot 16p dan xuat nhu sau: Pau 16p bat dau boi tir
khoa class, sau d6 1a tén 16p dan xudt, rdi dén du hai chim, theo sau 1 tir
khoa chi dinh dang thira ké (public, private, protected), va cudi cung 1a tén
16p co s0. Chéng han, néu ta mudn xac dinh mot 16p dan xuét D tur 16p co so

B thi co thé st dung mot trong ba khai bao sau:

class D : public B {... };
class D : private B { ... };
class D : protected B { ... } ;

Chung ta s€ ndi téi dac diém cua cac dang thtra ké & cudi muc nay,
con bay gid chung ta s& xét mot vi du minh hoa. Gia st chung ta mudn xay
dung 16p Ball (16p qua bong) tur 16p Sphere (16p hinh cﬁu). Gia sur 16p hinh

cau duoc xac dinh nhu sau:

class Sphere
{
public :
Sphere (double R = 1) ;
double Radius () const ;
double Area () const ;
double Volume () const ;
void Whatlslt () const ;
private :

double radius ;

L&p Sphere chi c6 mot thanh phan dir liéu radius 13 ban kinh ctia hinh

cau, va cac ham thanh phan: ham kién tao ra hinh cau cé ban kinh R, ham
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cho biét ban kinh hinh cdu Radius ( ), ham tinh dién tich hinh ciu Area () va
ham tinh thé tich hinh cau Volume (), cudi cung 1a ham WhatIsIt () cho ta
cau tra 1oi rang d6i tuong dugc hoi 1a hinh cau c6 ban kinh 13 bao nhiéu.
Ham Whatlslt () dugc cai dédt nhu sau:

void Sphere :: Whatlslt () const
{
cout << “It is the sphere with the radius”

<<radius ;

Boi vi mdi qua bong 1a mot hinh cau, nén chung ta co thé xay dung
16p Ball nhur 1a 16p din xuét tir 16p Sphere. Lp Ball thira ké tit ca cac thanh
phan cta 16p Sphere, trir ra ham kién tao va xac dinh lai ham WhatIsIt ().
Chung ta s& thém vao 16p Ball mot thanh phan dir liéu méi madeof dé chi
qua bong duoc lam bang chit liéu gi: cao su, nhya hay gd. Mot ham thanh
phan méi ciing duge thém vao 16p Ball, d6 1a ham Madeof ( ) tra vé chat liéu
tao thanh qua bong. Lép Ball dugc khai bao nhu sau:

class Ball : public Sphere
{
public :
enum Materials {RUBBER, PLASTIC, WOOD};
Ball (double R = 1, Materials M = RUBBER) ;
Materials MadeOf ( ) const ;
void Whatlslt () const;
private :
Materials madeOf ;

¥
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Lép Ball dugc dinh nghia nhu trén s& c¢6 hai thanh phan dir liéu:
radius duoc thira ké tir 16p Sphere va madeof méi duoc dua vao. Ngoai ham
kién tao, 16p Ball c6 ba ham thanh phan duoc thira ké tir 16p Sphere, d6 1a
cac ham Radius (), Area () va Volume( ), mot ham thanh phin méi 1a ham
MadeOf{( ), va ham thanh phé”thhatIsIt( ) mdi, n6 dinh nghia lai mot ham
cung tén da co trong 16p co s& Sphere. Ham Whatlslt( ) trong l6p Ball dugc

dinh nghia nhu sau:

void Ball :: Whatlslt () const
{
Sphere :: Whatlslt( ) ;

cout << “ and made of ” << madeof ;

}

Ham Kkién tao ciia 16p din xuit. Néu chung ta khong cung cip cho
16p dén xuat ham kién tao, thi chuong trinh dich s& ty dong cung cp ham
kién tao mic dinh ty dong. Nhung ciing nhu d6i véi mot 16p bat ky, khi thiét
ké mot 16p dan xuat, ndi chung ching ta can phai cung cp cho 16p dan xuat
ham kién tao. Bay gid chung ta xét xem ham kién tao ctia 16p dan xuit duoc
cai dat nhu thé nao? Chu ¥ ring, 16p dan xuit chira cic thanh phan dir liéu
dugc thira ké tir 16p co s&, ngoai ra né con chtra cac thanh phan dit liéu méi,
trong cac thanh phan dir liéu méi nay co thé c6 thanh phan dir lidu 1a d6i
tugng ctia mot 16p khac. Nhung trong 16p dan xuat, chung ta khong duoc
quyén truy cip truc tiép dén cac thanh phan dit liéu cta 16p co so (va cac
thanh phan dit liéu cua 16p khac). Vay lam thé nao dé khoi tao cac thanh
phan dit liéu cta 16p co s (va cac thanh phan dir liéu cta 16p khac). Van dé
nay duoc gidi quyét bang cach cung cdp mot danh sich khéi tao
(initiazation list). Danh sach khoi tao 1a danh sach cac 161 goi ham kién tao
ctia 16p co s (va cac ham kién tao cta cac 16p khac). Danh sach nay duoc
dit ngay sau dau ham kién tao cua 16p dan xuét. Vi du, ham kién tao cua 16p

dan xuit Ball duoc cai dit nhu sau:
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Ball :: Ball (double R, Materials M)
: Sphere (R)
{ madeof = M; }

Luu ¥ rang, ngay truéc danh sach khoi tao phai c6 dau hai cham :,
trong vi du trén danh sach khéi tao chi c6 mét 101 goi ham kién tao 16p co so
Sphere (R), néu c¢6 nhiéu 16i goi ham thi can c6 dau phay giita cac 101 goi
ham.

Céac muc public, private va protected ciia mgt 16p

Trong cac vi du ma chiing ta dua ra tir trude toi nay, cac thanh phan
ctia 10p dugc dua vao hai muc: public va private. Cac thanh phan nam trong
muc public 14 cac thanh phan cong khai, khach hang cua 16p c6 thé st dung
truc tiép cic thanh phan nay. Cac thanh phan ndm trong muc private 13 cac
thanh phan ca nhan cua 16p, chi dugc phép st dung trong pham vi 16p. Song
khi chung ta thiét ké mot 16p 1am co s& cho cac 16p dan xuat khac, ching ta
mong mudn rang mot sd thanh phan cta 16p, khach hang khong dugc quyén
st dung, nhung cho phép céc 16p dan xuit duoc quyén st dung. Mudn vay
chung ta dua cac thanh phan d6 vao muc protected. Nhu vy cac thanh phan
nam trong muc protected 13 cac thanh phan dugc bao vé ddi v6i khach hang,
nhung céc 16p dan xuét duoc quyén truy cap. Hinh 3.1 minh hoa quyén truy
cdp dén cac muc public, protected va private ciia mot 16p. Pén day ching ta

c6 thé dua ra cdu tric tong quat cia mot dinh nghia 16p:

class tén lop
{
public:
danh sach cac thanh phan cong khai
protected :

danh sach cac thanh phﬁn duoc bao vé
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private :

danh sach cac thanh phan c4 nhan

55

Ldop co s¢ L&p dan xuét

public

Nguoi

studung—

A

A

private

Hinh 3.1. Quyén truy cip dén cac thanh phan ciaa l6p
Cac dang thira ké public, private va protected

Khi xay dung mot 16p dan xudt tir mot 16p co sd, chung ta co thé sir
dung mot trong ba dang thira ké: public, private hay protected. Ttc 13, dinh
nghia mot 16p dan xuat dugc bt dau boi:

class tén 16p dan xuét: dang thira ké tén 16p co so
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Trong d6, dang_thira ké 13 mot trong ba tir khoa chi dinh dang thira
ké: public, private, protected. DU dang thira ké 1a gi (1a public hodc private
hodc protected) thi 10p din xuét déu cd quyén truy cap dén cac thanh phan
trong muc public va protected cua 16p co sé. Nhu chung ta d3 nhin manh,
16p dan xuét dugc thira ké cac thanh phan cta 16p co s, trir ra cac ham kién
tao, ham huy va cac ham duoc dinh nghia lai. Van dé duoc dit ra 14, quyén
truy cap dén cac thanh phan duogc thira ké cua 16p din xudt nhu thé nao? Cau
tra 101 phu thudc vao dang thira ké. Sau day 1a cac quy tic quy dinh quyén
truy cip dén cac thanh phan dugc thira ké ciia 16p dan xuit.

1. Thira ké public: cac thanh phan public va protected cua 1p
co s trd thanh cac thanh phan public va protected twong tmng
ctia 16p dan xuét.

2. Thira ké protected: cac thanh phan public va protected cia
16p co sé tro thanh cac thanh phan protected cua 16p xuat.

3. Thira ké private: cac thanh phan public va protected cua 16p
co s6 tré thanh cac thanh phan private cta 16p dan xuét.

4. Trong bat ky truong hop nao, cac thanh phan private cta 16p
co s, 16p dan xuat déu khong co quyén truy cap t6i mic dau
né dugc thira ké.

Trong ba dang thira ké d& néu, thi thira ké public 14 quan trong nhat.
N6 dugc sir dung dé mé rong mot dinh nghia 16p, tirc 1a dé cai dat mot 16p
moéi (16p dan xudt) c6 day du cac tinh chat cia 16p co s& va duogc bod sung
thém céac tinh chat mgi. Thira ké private dugc st dung dé cai dat mot 16p méi

bang cac phuong tién cta 10p co sd. Thira ké protected it dugc st dung.

Sw twong thich kiéu.

Khi 16p co s 13 16p co sé public, thi mot 16p dan xudt co thé xem nhu
16p con cua 16p co so theo nghia thuyét tap, tic 1a mdi ddi twong cua 16p din
xuét 1a mot ddi tuwong cua 16p co sd, song didu nguoc lai thi khong ding. Do

d6, khi ta khai bao mot con tro tro t6i d6i tuong cua 16p co sd, thi trong thoi
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gian chay con tré ndy c6 thé tro tdi doi tugng cua 16p dan xuat. Vi du, gia s
chung ta c6 cac khai bao sau:

class Polygon { ... };
class Rectangle : public Polygon { ... };

Chu ¥ rang, mdi 16p 1a mot kiéu dir liéu. Do dé, ta co thé khai bao cac
bién sau:

Polygon *P;

Polygon Pobj;

Rectangle *R;

Rectangle Robyj;

Khi do:

P =new Polygon( ); // hop 1¢

P =new Rectangle ( ); // hop 1¢

R = new Polygon( ); // khong hop 1€

R =new Rectangle( ); // hop 1€

P=R;//hop 1€

R =P; // khong hop 1€

Chung ta ciing c6 thé gan d6i twong 16p dan xuit cho dbi twong 16p co
s0, song nguoc lai thi khong duoc phép, chang han:

Pobj = Robj; // hop 1€

Robj = Pobj; // khong hop 1€

3.2 HAM AO VA TiNH DA HINH
Tinh da hinh (polymorphism) dé chi mot ham khai bao trong mot
16p co s6 ¢ thé c6 nhidu dang khac nhau trong cac 16p dan xuat, tirc 1a ham

c6 ndi dung khac nhau trong cac 16p din xuét. Bé hiéu dugc tinh da hinh,

ching ta hay xét mdt vi du don gian. Gia str chiing ta ¢c6 mot 16p co sé:
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class Alpha

{
public
void Hello() const
{ cout << “I am Alpha” <<endl ; }
s

Lép Alpha chira ham Hello( ), ham nay in ra thong bao “I am Alpha”.
Chung ta xay dung 16p Beta dan xuat tir 16p Alpha, 16p Beta ciing chira ham

Hello( ) nhung véi ndi dung khac: n6 in ra thong béo “I am Beta”.

class Beta : public Alpha

{
public
void Hello() const
{ cout << “I am Beta” <<endl ; }
5

Bay gi0, ta khai bao

Alpha Oby;

Khi do, 161 goi ham Obj.Hello( ) s€ cho in ra “I am Alpha”, tirc 1a ban
ham Hello( ) trong 16p Alpha duoc thyc hién. Con néu ta khai bao

Beta Obj;
thi 101 goi ham obj.Hello( ) s€ st dung ban ham trong 16p Beta va sé cho in
ra “I am Beta”. Nhu vay, ban ham nao cia ham Hello( ) dugc st dung khi
thuc hién mot 101 goi ham duogc quyét dinh boi kiéu di khai bao cua ddi
tugng, tic 13 dugc quyét dinh trong thoi gian dich. Hoan canh nay dugc goi
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l1a s rang bugc tinh (static binding). Song sy rang budc tinh khong dap
mg dugc mong mudn ciia ching ta trong tinh hudng sau day:

Gia str, Aptr 1a con tro tro téi ddi tugng 16p Alpha:

Alpha *Aptr;

Kiéu ctia con tré Aptr khi khai béo 13 kiéu tinh. Trong thoi gian chay,
con tré Aptr c6 thé tré toi mot dbi tuong cia 10p dan xuat. Kiéu cta con tro
Aptr lac d6 13 kiéu dong. Chang han, khi gip cac dong 1énh:

Aptr = new Beta ;

Aptr >Hello( );

Aptr tro toi ddi tugng cua 16p Beta. Do d6, chung ta mong muén rang,
101 goi ham Aptr > Hello( ) s& cho in ra “I am Beta”. Song dang tiéc 1a
khong phai nhu vay, kiéu tinh cta con tré6 Aptr dd quyét dinh ban ham
Hello( ) trong 16p Alpha dugc thuc hién va cho in ra “I am Alpha”.

Chung ta co thé khéc phuc duoc su bat cap trén béng cach khai bao
ham Hello( ) trong 16p co s& Alpha l1a ham 4o (virtual function). Dé chi
mot ham 13 4o, ching ta chi can viét tir khod virtual trude khai bao ham

trong dinh nghia 16p co s¢. Chang han, 16p Alpha duoc khai bao lai nhu sau:

class Alpha

{
public
virtual void Hello( ) const
{ cout << “I am Alpha <<endl; }
B

Khi mét ham duogc khai bao 1a o trong 16p co s&, nhu ham Hello( )
trong 16p Alpha, thi n6 c6 thé dugc dinh nghia lai voi cac ndi dung méi
trong cac 16p dan xuat. Chang han, trong 16p Beta:

class Beta : public Alpha
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virtual void Hello() const

{ cout << “I am Beta” << endl; }

........

Chung ta xay dung mot 16p dan xuat khic Gama tir 10p co s& Alpha.
Trong 16p Gama, ham Hello( ) cling dugc dinh nghia lai:

class Gama : public Alpha

{
public
virtual void Hello() const
{ cout << “l am Gama” << end]; }
¥

Nhu vay, ham do Hello( ) c6 ba dang khic nhau. Ching ta thu xem

ban ham nao duoc sur dung trong chuong trinh sau:

int main( )
{
Alpha Aobj;
Beta Bobyj;
Alpha *Aptr;
Aptr = &Aobj; // con trd Aptr trd téi ddi tuong 16p Alpha.
Aptr — Hello( ); / Ban ham Hello( ) trong 16p Alpha dugc st dung.
Aptr = &Bobj; // con tro Aptr tré tdi d6i tugng 16p Beta.
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Aptr — Hello( ); // Ban ham Hello( ) trong 16p Beta dugc st dung.
Aptr = new Gama( ); // con tré Aptr tro toi ddi tuong 16p Gama.
Aptr — Hello( ); // Ban ham Hello( ) trong 16p Gama duogc sir dung.

return 0;

Tom lai, mot ham duogc khai bdo 1a 4o trong mét 16p co so, nod co thé
dugc dinh nghia lai trong cac 16p din xuit va do d6 n6 co thé c6 nhiéu dang
khac nhau trong cac 16p dan xut, ching han ham Hello( ) c6 ba ban ham
khac nhau. Ban ham nao duoc sir dung trong 10i goi ham (chang han, Aptr
— Hello( ) ) dugc quyét dinh béi kiéu ciia ddi twong ma con tré 16p co so
tré t6i, tire 1a duoc xac dinh trong thoi gian chay. Pidu nay duoc goi 1a sw
rang bugc dong (dynamic binding). Nhu vay, mot ham dugc khai béo 1a
4o trong 16p co s& 1a ham c6 tinh da hinh, tic 1a ham c¢6 nhiéu dang khéc
nhau. Dang ham thich hop duoc lua chon dé thuc hién phu thudc vao kiéu
dong cua ddi tuong kich hoat ham.

Khi thiét ké mot 16p lam co sé cho céc 16p dan xuat khac, chung ta
can chu y dén cac luat tong quat sau:

e Cic ham can dinh nghia lai trong cac 16p dan xuat can phai 1a o.

e Ham kién tao khong thé 14 4o, song ham huy can phai 14 o.

3.3 LOPCO SO TRUU TUQONG

Gia st chung ta can thiét ké cac 16p sau: 16p cac hinh tron (Circle),
16p céac hinh chit nhat (Rectangle), va nhiéu 16p cac hinh phang ¢ dang dic
biét khac. Trong céac 16p d6 chung ta can phai dua vao cac ham thanh phan
thyc hién cac hanh dong c6 dac diém chung cho tat ca céac loai hinh, chéng
han tinh chu vi, tinh dién tich, v€ hinh, ... Trong tinh huéng nay, ching ta
can thiét ké mot 16p, 16p cac hinh (Shape), 1am co s dé dan xuét ra cac 16p

Circle, Rectangle, ..., nhu duogc minh hoa trong hinh sau:
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Shape

Circle Rectangle

Lop Shape sé chtra cac khai bao cac ham thuc hién céc xtr 1y c6 dac
diém chung cho céac 16p dan xuét, chang han cac ham tinh chu vi Perimeter(
), ham tinh dién tich Area( ), ... Song chung ta khong thé cai dit duoc cac
ham nay trong 16p Shape ( bai vi chung ta khong thé tinh duoc chu vi va
dién tich cua mot hinh triru tugng), cdc ham nay s€ duogc cai dat trong céc
16p din xuat tir 10p Shape, ching han dugc cai dat trong cac 16p Circle,
Rectangle, ...Va do d6, trong 16p Shape chiung dugc khai bao 1a ham do
thuin tuy (pure virtual function) hay con goi 13 ham triru twong
(abstract function). Mot ham thanh phan trong mot 16p duoc goi 1a ao
thuan tuy (hay triru twong) néu nd chi duoc khai bao, nhung khong dugc
dinh nghia trong 16p d6. Mot ham 4o thuan tuy duoc khai béo bang cach
khai béo né6 1a 4o va dit = 0 & sau mau ham. Vi du, dé khai bdo cac ham

Permeter( ) va Area( ) 1a 4o thuan tuy, ta viét:

virtual double Perimeter( ) const =0;
virtual double Area( ) const=0;

Mot 16p chira it nhat mot ham 4o thuan tuy dugc goi 14 16p co' sé triru
twong (abstract base class). Lp co so triru tugng khong c6 ddi twong nao
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c4, n6 chi dugce str dung 1am co sé dé xdy dung cac 16p khac. Lép co sé triru
tugng chtra cac ham ao thuan tuy biéu dién cac xir 1y ¢6 dic diém chung cho
cac 16p dbi twong khac nhau. Cac ham d6 s& duoc dinh nghia trong cac 16p
dan xuét. Va nhu vay, cac ham 4o thuan tuy trong mot 16p co s& triru tugng
1a cac ham c6 tinh da hinh. Sir dung tinh da hinh, nguoi 1ap trinh c6 thé viét
cac phan mém dé dang hon khi m& rong, c¢6 tinh khai quat cao, dé doc, dé
hiéu,... M6 hinh thiét ké cac 16p dan xuit tir 16p co so triru tuong 12 mod
hinh thiét ké ma ching ta can sir dung trong cac hoan canh twong tu nhu khi
thiét ké cac 16p dbi twong hinh hoc phing.

Dé 1am vi du minh hoa cho khai niém 16p co s triru twong, ching ta
xay dung 16p Shape. Mot 16p co s triru tugng c6 thé chita cac thanh phan
dir liéu 13 chung cho tit ca cac 16p dan xuat. Chang han, 16p Shape chira
mot bién thanh phan private c6 tén 1a name dé luu tén cac loai hinh. Chung
ta dua vao 16p Shape mot ham kién tao, n6 khong duoc goi truc tiép dé khoi
tao ra dbi twong cta 16p Shape (vi Shape 14 16p triru tugng, nén khong c6 d6i
tuong nao ca), song nd s€ duoc goi dé khaoi tao cac ddi tuong cua cac 16p
dan xudt. Lop Shape chira hai ham o thuan tuy: ham Perimeter( ) va ham
Area( ). Ngoai cac ham 4o thuan tuy, 16p co sé triru tugng con c6 thé chira
cac ham 4o va cac ham thanh phan khac. Chang han, 16p Shape chira ham
operator <= dé so sanh cac hinh theo dién tich va ham 4o print dé in ra mot
sd thong tin vé cac hinh. Dinh nghia 16p triru twong Shape duoc cho trong
hinh 3.2.

class Shape

{
public:
Shape (const string & s = )
:name (s) { }

~ Shape() { }
virtual double Perimeter( ) const = 0;
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virtual double Area() const=0;

bool operator <=(const Shape & sh) const

{ return Area( ) <= sh. Area(); }

virtual void Print (ostream & out = cout) const

{ out <<name << “of area” << Area( ) ; }
private:

string name;

55

Hinh 3.2. Lép co sé triru twgng Shape.

Chu y rang, ham Print d3 dugc cai dat trong 16p Shape, nhung né
duoc khai béo 1a 40, muc dich 1a dé ban c6 thé cai dit lai ham nay trong cac
16p dan xuét dé in ra cac théng tin khac néu ban muén. St dung ham Print,
ban co thé dinh nghia lai toan tir << dé n6 in ra céc thong tin vé céc hinh nhu

Sau.

ostream & operator << (ostream & out, const Shape & sh)

{
sh.Print (out);

return out;

Bay gio dua trén 16p co so triu tuong Shape, ching ta s€ xay dung
mot loat 16p dan XUuét: 16p cac hinh c6 dang dic biét, chéng han cac 16p
Circle, Rectangle,... Lop Rectangle duoc thiét ké nhu sau: ngoai thanh phan
dit liéu name duoc thira ké tir 16p Shape, né chira hai thanh phﬁn dir liéu
khac 1a length (chi chiéu dai) va width (chi chiéu rong cua hinh chit nhat).
L6p chira ham kién tao dé khai tao nén hinh chit nhat ¢ chiéu dai 13 1, chiéu

rong la w.
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Rectangle :: Rectangle (double 1 = 0.0, double w = 0.0)

: Shape (“rectangle”)
{
length =1;
width=r;
j

Chu y rang, trong ham kién tao trén, chiing ta da goi ham kién tao cta
16p Shape dé dit tén cho hinh. Trong 16p Rectangle, chiing ta can cung cip
dinh nghia cho cdc ham Perimeter( ) va Area( ) dugc khai bao 1a trtru tuong
trong 16p Shape. Chiing ta ciing dinh nghia lai ham 4o Print dé né cho biét
thém mét sb thong tin khac vé hinh chit nhat. Him Print duoc cai dit nhu

sau.

void Rectangle :: Print (ostream & out = cout) const
{

Shape :: Print(out);

out << “and of length” << length

<< “and of width” << width;

Lép Circle duoc thiét ké mot cach twong tu. Dinh nghia 16p Rectangle
va lop Circle dugc cho trong hinh 3.3.

class Rectangle : public Shape
{
public:
Rectangle (double 1= 0.0, double w = 0.0)
: Shape (“rectangle”), length(1), width(w) { }
double GetLength( ) const
{ return length; }
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double GetWidth( ) const

{ return width; }

double Perimeter() const
{return 2*(length + width); }
double Area() const

{ return length * width; }

void Print(ostream & out = cout)

{

// nhu da trinh bay & trén.
b
private :
double length;
double width;

35

class Circle : public Shape
{
public :
const double PI=3.14159;
Circle(double r = 0.0)
: Shape(“circle”), radius (r) { }
double GetRadius( ) const
{ return radius; }
double Perimeter( ) const
{ return 2 * radius * PI; }
double Area( ) const
{ return radius * radius * PI; }
void Print (ostream & out = cout) const
{
Shape :: Print(out);

out << “of radius” << radius;



}

private :

double radius ;

¥

Hinh 3.3. Cac 16p Rectangle va Circle.

Tom lai, trong mot 16p cac ham ao thuan tuy (hay cac ham triru tuong)
la cac ham chi dugc khai bao, nhung khong dugc dinh nghia. Mgt 16p chura
it nhat mot ham ao thuan tuy duoc goi 13 16p triru twong, nd khong co ddi
tuong nao cd, nhung duoc st dung lam co sd dé xdy dung cac 16p dan XUAt.
N6 cung cap cho ngudi stt dung mot dao dién chung cho tit ca cac 16p din
xudt. Trong mot 16p din xuat tir 16p co so triru twong, chiing ta c6 thé cung
cap dinh nghia cho cac ham triru tuong cua 16p co sé. Mot ham 4o thuan tuy
cling gidng nhu ham 4o thong thudng & dic diém 1a ham c6 tinh da hinh, ban
ham nao ( trong s6 cac ban ham duoc cai dit & cac 16p dan Xuét) duoc thuc
hién phu thudc vao dbi tuong kich hoat ham thudc 16p dan xuét nao, doi
tuong do dugc xac dinh trong thoi gian chay (su rang budc dong).

Mic du 16p co sé triru tuong khong co ddi twong ndo ca, song ching
ta c6 thé khai bao mot bién tham chiéu dén 16p co sé triru twong, chang han
trong khai bao ham sau:

ostream & operator << (ostream & out, const Shape & sh);

Chuing ta ciing c6 thé khai bao céc con tro tro t6i 16p co so triru tuong,
chang han

Shape * aptr, * bptr;

aptr = new Rectangle (2.3, 5.4); // hop 1€

bptr = new Shape( “circle” ) ; // khong hop 1€
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BAI TAP

1. Gia sir chiing ta xay dung 16p Beta din xuét tir 16p co s& Alpha; ngoai
cac thanh phan dit liéu duoc thira ké tir 16p Alpha, 16p Beta con chua
thanh phﬁn dit liéu 1a ddi tuong cuia mot 16p khac: 16p Gama va cac
thanh phan dit liéu khac. Néu ta khong cung cdp cho 16p Beta ham
kién tao, ham huy, todn tr gan thi C++ s€ cung cép ham kién tao mic
dinh ty dong, ham kién tao copy tu dong, ham huy tu dong va toan tir
gan ty dong cho 16p dan xuit Beta. Hay cho biét hiéu qua cac ham tu
dong do.

2. Gia sir ta xdy dung 16p dan xuat Beta nhu trong bai tap 1. Noi chung,
chung ta can dua vao 16p Beta ham kién tao. Ham kién tao cua 1op
dan xuét Beta thyc hién cac nhiém vu gi? N6 can duoc cai dit nhu thé

nao? Hay dua ra vi du minh hoa.

3. Gia su trong giao di¢n cua 16p Alpha c6 chtra ham foo( ) thuc hién
mot nhiém vu nao do.
class Alpha
{
public :
void foo( ) ;

5
Gia st ta xay dung 16p dan xuat Beta tir 16p co s& Alpha vé6i dang
thira ké private :

class Beta : private Alpha
Chiing ta muén ham foo( ) 13 ham public cta 16p Beta. Pé c6 diéu do,

ta can lam gi?
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4. Cho cac khai bao 16p nhu sau:
class  Alpha
{
private :
nt w;
protected :
int x;
public :
Alpha( ) {w=1;x=2;}
void foo( ) {cout << “w =" <<w <<endl; }
virtual void bar( )

{cout << “x =" << x <<endl; }

¥

class Beta : public Alpha
{
private :
int y;
protected :
nt z;
public:
Beta( ) {y=3;z=4;}
void foo( ) {cout << *“y =" <<y <<endl; }

void bar( ) {cout << “z=" <<z <<endl; }

¥

Hay cho biét chuong trinh sau in ra cai gi? Giai thich?
int main( )
{

Alpha A;

Beta B;
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Alpha* Bptr = &A ;
A.foo( );

A.bar( );

B.foo( ) ;

B.bar( ) ;

Bptr = foo( ) ;
Bptr = bar( ) ;
Bptr=&B ;

Bptr = foo( );
Bptr = bar( ) ;
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CHUONG 4

DANH SACH

Danh sach 1a cu trac dir liéu tuyén tinh, danh sach duogc tao nén tur
cac phan tir dit lidu duge sip xép theo mot thtr ty xac dinh. Danh sach 1a mot
trong céac cau tric dit liéu co ban duge sir dung thuong xuyén nhét trong cac
thuat toan. Danh sach con dugc st dung dé cai dat nhiéu KDLTT khéc.
Trong chuong nay, chung ta s€ xadc dinh KDLTT danh sach va nghién ctu
phuong phép cai dat KDLTT danh sich bdi mang. Sau do, ching ta s€ su
dung danh sach dé cai dat KDLTT tap dong.

41 KIEU DU LIEU TRUU TUQNG DANH SACH

Danh séach 1a mot khai niém dugc st dung thuong xuyén trong thuc
tién. Chang han, chiing ta thudng néi dén danh sach sinh vién ctiia mét 16p,
danh sach cac sb dién thoai, danh sach thi sinh trung tuyén,

Danh sach dugc dinh nghia 1a mot ddy hitu han cac phan tu:

L=(a;, ay...,a,)
trong d6 a; (i =1, ..., n) 1a phan t th® i cua danh sach. Can luu ¥ ring, sb
phan tir cia danh sach, duoc goi 13 dd dai ctia danh sach, co thé thay do6i
theo thoi gian. Va mot phan tir dit liéu c6 thé xuat hién nhiéu lan trong danh
sach & cac vi tri khac nhau. Chang han, trong danh sach cac s6 nguyén sau:

L=@3,5,50,7,5)
sb nguyén 5 xuét hién 3 1an & cac vi tri 2, 3, va 6. Mot dic diém quan trong
khac cta danh sach 1a cac phan tir ctia nd c6 tha ty tuyén tinh, thir tu nay
duoc xac dinh bdi vi tri ciia cac phﬁn to trong danh sach. Khi d§ dai cua
danh sach bang khong (n = 0), ta n6i danh sach rdng. Néu danh sach khong
rong (n > 1), thi phan tir ddu tién a; duoc goi 1a ddu ctia danh sach, con phan

tr cudi cung a, dugc goi 1a duéi cua danh séach.
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Khong c¢6 han ché nao trén kiéu dit liéu cua cac phan tir trong danh
sach. Khi ma tat ca cac phan tir ciia danh sach cing mét kiéu, ta noi danh
sach 1 danh sach thuin nhit. Trong trudng hop téng quat, mot danh sach co
thé chua céc phé”tn ttr co kiéu khac nhau, dic biét mot phﬁn tir cua danh sach
c6 thé lai 1a mot danh sach. Chang han

L =(An, (20, 7, 1985), 8321067)

Trong danh sich ndy, phan tir dau tién 1 mot xau ky ty, phan tir thir hai 1a
danh sach cac s6 nguyén, phan tir thir ba 13 s6 nguyén. Danh sach nay c6 thé
st dung dé biéu dién, chrfmg han, mdt sinh vién c6 tén la An, sinh ngay
20/7/1985, ¢6 sb dién thoai 8321067. Danh sach (tong quat) 13 cdu trac dir
liéu co ban trong cac ngdn ngit 1ap trinh chuyén dung cho cac xur ly dir licu
phi sd, chang han Prolog, Lisp. Trong sach nay, chiing ta chi quan tam téi
cac danh sach thuin nhat, tic 13 khi n6i dén danh sach thi can duoc hiéu d6
1a danh sach ma tit ca cac phan tir ciia nd cing mot kiéu.

Khi sir dung danh sach trong thiét ké thuat toan, ching ta can dung
dén mot tap cac phép toan rat da dang trén danh sach. Sau day 1a mot sb
phép toan chinh. Trong cic phép toan nay, L ky hiéu mot danh sach bat ky
c6 do dai n > 0, x ky hiéu mot phén tir bat ky cung kiéu voi cac phan tir cua
L vaila s nguyén dwong chi vi tri.

1. Empty(L). Ham tra vé true néu L rdng va false néu L khong rdng.

2. Length(L). Ham tra vé d¢ dai cta danh sach L.

3. Insert(L, X, i). Thém phan tir x vao danh sach L tai vi trf i. Néu
thanh cong thi cac phf?m tr a;, a4, ... , a, tré thanh cac phf?m tor a;4q,
a1, ... , Ay twong Ung, va do dai danh sach 1a n+1. Piéu kién dé
phép toan xen co thé thyuc hién duoc 1a i phai 1a vi tri hop 1y, tic 1<
i <n+1, va khong gian nh¢ danh dé luu danh sach L con chd.

4. Append(L, x). Thém x vao dudi danh sach L, d¢ dai danh sach tang
l1én 1.

5. Delete(L, 1). Loai phﬁn tor & vi tri th 1 trong danh sach L. Néu
thanh cong, cac phﬁn tor a1, a2, ... , a, tré thanh cac phﬁn to a,

ai+1, ... , a1 twong tng, va do dai danh sach 1a n-1. Phép toan loai
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chi duoc thuc hién thanh cong khi ma danh sach khong rong va i la
vi tri thuc su trong danh sach, tic la 1 <i<n.

6. Element(L, i). Tim biét phan tr & vi tri thr i ctia L. Néu thanh cong
ham tra vé phan tir & vi tri i. Diéu kién dé phép toan tim thyc hién
thanh cong ciing gidng nhu d6i v6i phép toan loai.

Chung ta quan tdm dén cac phép toan trén, vi chiing 1a cic phép toan dugc
st dung thuong xuyén khi xtr Iy danh sach. Hon nita, d6 con la cac phép
todn s€ dugc st dung dé cai dit nhiéu KDLTT khac nhu tap dong, tu dién,
ngin xép, hang doi, hang wu tién. Nhung trong céc chuong trinh c6 st dung
danh sach, nhiéu trudng hop chiing ta can thyc hién cac phép toan da dang
khéc trén danh sach, ddc bi¢t chung ta thuong phai di qua danh sach (duyét
danh sach) dé xem xét 1an luot timg phan tir ciia danh sach tir phan tir dau
tién dén phan tir cudi cing va tién hanh cac xur 1y can thiét véi mdi phan tir
cta danh sach. Dé cho qua trinh duyét danh sach dugc thuc hi¢n thuan tién,
hi¢u qua, chung ta xac dinh cac phép toan sau day. Cac phép toan nay tao
thanh bd cong cu lap (iteration). Tai moi thoi diém, phﬁn tor dang dugc xem
xét ctia danh sach duoc goi 1a phan tir hién thdi va vi tri cta nd trong danh
sach duoc goi 12 vi tri hién thoi.

7. Start(L). Dat vi tri hién thot 1a vi tri dau tién trong danh sach L.

8. Valid(L). Tra vé true, néu vi tri hién thdi c6 chira phan tir cua danh
sach L, no tra vé false néu khong.

9. Advance(L). Chuyén vi tri hién thoi téi vi tri tiép theo trong danh
sach L.

10.Current(L). Tra vé phan tir tai vi tri hién thoi trong L.

11.Add(L, x). Thém phan tr x vdo trudc phan tir hién thoi, phan tir
hién thoi van con 13 phan tir hién thoi.

12.Remove(L). Loai phan tir hién thoi khoi L. Phan tir di sau phan bi
loai tro thanh phan tir hién thoi.

Chung ta di dic ta KDLTT danh sach. Bay gid chuyén sang giai doan

cai dat danh sach.

100



4.2 CAI PAT DANH SACH BOI MANG

Chung ta s& cai dat KDLTT danh sach boi cac 16p C + +. C6 nhiéu
cach thiét ké 16p cho KDLTT danh sach, diéu d6 trude hét 1a do danh sach
c6 thé biéu dién bdi cac ciu tric dir liéu khac nhau. Céc thiét ké 16p khac
nhau cho danh sach sé duoc trinh bay trong chuong nay va chuong sau.
Trong muc nay ching ta s€ trinh bay cach cai ddt danh séch b1 mang (mang
tinh). Pay 1a phuong phép cai dit don gian va ty nhién nhat.

Chung ta s& st dung mdt mang element c6 ¢& 1a MAX dé luu cac
phan ttr cua danh sach. Cac phan tir caa danh sach s& duogc 1an luot luu trong
cac thanh phin cua mang element[0], element[1], ... , element[n-1], néu
danh sach c6 n phﬁn ta. Tuc 1a, danh sach dugc Iuu trong doan dau
element[0...n-1] cuia mang, doan sau cua mang, element[n.. MAX-1], 1a
khéng gian chua duoc str dung. Can luu ¥ ring, phan tir thir i cua danh sach
(i=1,2,...) duoc luu trong thanh phan element[i-1] ctia mang. Can c6 mot
bién last ghi lai chi s6 sau cing ma tai d6 mang co6 chira phan tir ciia danh
sach. Vi tri hién thoi duge xdc dinh bdi bién current, n6 1a chi s6 ma
element[current] chira phan tr hién thoi ctia danh sach. Chang han, gia sir
chung ta c6 danh sach cac sb nguyén L = (3, 5, 1, 7, 6) va phan tir hién thoi
dung & vi tri thir 4 trong danh sach, khi 6 danh sach L dugc biéu dién boi

cAu trac dit liéu duoc mo ta trong hinh 4.1.

0 2 3 4 5 MAX-1
element |3 |5 |1 |7 |6
¢ chua stir dung /r
last 4
current 3

Hinh 4.1.Biéu dién danh sich béi mang.
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Chung ta mudn thiét ké 16p danh sach sao cho ngudi lap trinh c¢é thé
str dung n6 dé biéu dién danh sach véi cac phan tir c6 kiéu tuy y. Do dé, 16p
danh sach dugc thiét ké 1a 16p khuon phu thudc tham bién kiéu Item nhu

Sau.:

template <class [tem>
class  List
{
public :
static const int MAX = 50; // khai bdo c¢& clia mang.
// cac ham thanh phan.
private :
Item elementMAX];
int last;

int current ;

¥

Bay gid can phai thiét ké cic ham thanh phan cua 16p List. Ngoai cac
ham thanh phan tuong tmg v6i cac phép toan trén danh sach, chung ta dwa
vao modt ham kién tao mac dinh, ham nay khoi tao nén danh sach rong. Lép
List chita ba bién thanh phan di khai bao nhu trén, nén khong can thiét phai
dua vao ham kién tao copy, ham huy va ham toan tr gan, vi chi can sir dung
cac ham kién tao copy tu dong, ... do chuong trinh dich cung cép 1a du.
Dinh nghia day du cua 16p List dugc cho trong hinh 4.2.

// File dau list.h
# ifndef LIST H
# define LIST H

# include <assert.h>

102



template <class, [tem>

class List

{

public :

static const int MAX =50 ;

List ()

// Khéi tao danh sach rong.

{ last =-1; current = -1; }

bool Empty( ) const

// Kiém tra danh sach c6 rdng khong.

// Postcondition: Ham tra vé true néu danh sach rdng va false
// néu khong

{ return last<O0; }

int Length( ) const

// Xac dinh d¢ dai danh sach.

// Postcondition: Tra vé sd phan tir trong danh séch.
{return last+1; }

void Insert(const I[tem&x, int 1);

// Xen phan tir x vao vi tri thtr i trong danh séch.

// Precondition: Length( ) <MAX va 1 <1< Length()
// Postcondition: cac phan tir ciia danh sach ké tir vi tri thir i
/I duogce déy ra sau mot vi tri, x nam & vi trf i.

void Append(const Item&x);

// Thém phan tir x vao dudi danh sach.

// Precondition : Length( ) < MAX

// Postcondition : x 1a duoi cua danh sach.

void Delete(int 1)
// Loai khoi danh sach phan tir ¢ vi trf i.
// Precondition: 1 <1< Length()

// Postcondition: phﬁn tir & vi tri 1 bi loai khoi danh sach,
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// cac phﬁn tir di sau duoc déy l1én trudc mot vi tri.

Item & Element(inti) const
// Tim phan tir & vi tri thi i.
// Precondition: 1 <1< Length()
// Postcondition: Tra vé phan tir & vi tr .
{ assert (1<=1 && 1 <= Length( ) ); return element[i - 1]; }

// Cac ham bd cong cu lap:

void start( )
// Postcondition: vi tri hién thoi 1a vi tri du tién ctua danh sach.
{current = 0; }
bool Valid( ) const
// Postcondition: Tra vé true néu tai vi tri hién thoi c6 phan tir
// trong danh sach, va tra vé false néu khong.
{return current >= 0 && current <= last; }
void Advance( )
// Precondition: Ham Valid( ) tra vé true.
// Postcondition: V1 tri hién thoi 1a vi tri tiép theo trong danh
// sach.
{ assert (Valid( )); assert (Valid( )); current + +;}
Item & Current( ) const
// Precondition: Ham Valid( ) tra vé true.
// Postcondition: Tra vé& phan tir hién thoi cia danh sach.
{ assert (Valid( )); return element[current]; }
void Add(const [tem& x);
// Precondition: Length( ) < MAX va ham Valid( ) tra vé true
// Postcondition: Phan tir x dugc xen vao trude phan tir

// hién thoi, phan tir hién thoi van con 13 phan tir hién thoi.
void Remove( );
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// Precondition: ham Valid( ) tra vé true.
// Postcondition: Phan tir hién thoi bi loai khoi danh séach,
// phan tir di sau né tré thanh phan tir hién thoi.

private :
Item elementMAX];
int last;
int current;
s
# include “list.template”
# endif

Hinh 4.2. Dinh nghia 16p List.

Budc tiép theo chung ta can cai dit cac ham thanh phan cua 16p List.
Trude hét, ndi vé ham kién tao mac dinh, ham nay can tao ra mot danh sach
rong, do vay chi can dat gia tri cho bién last 1a -1, gia tri cua bién current
cling 12 —1. Ham nay duoc cai dit 1a ham inline. Vi cach khdi tao ndy, moi
khi can thém phan tir mé&i vao dudi danh sach (ké ca khi danh sach rdng), ta
chi can tang chi s last 1én 1 va dat phan tir can thém vao thanh phan mang
element[last].

Ham Append dugc dinh nghia nhu sau:

template <class Item>
void List<Item> :: Append (const Item& x)
{ assert (Length( ) < MAX);

last ++;

element[last] = x;

}
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Ham Insert. Dé xen phén tir x vao vi tri thir i cua danh sach, tic la x
can dat vao thanh phan element[i - 1] trong mang, chiing ta can dich chuyén
doan element[i — 1 ... last] ra sau mot vi tri dé c6 chd cho phﬁn tr x. Ham

Insert ¢c6 nd1 dung nhu sau:

template <class Item>
void List<Item> :: Insert(const Item& X, int 1)
{
assert (Length( ) < MAX && 1 <=1 && 1 <= Length());
last + +;
for (int k = last; k >=1; k - -)
element[k] = element[k - 1];
element[i - 1] =x;

}

Ham Add. Ham nay cling twong ty nhu ham Insert, né c6 nhiém vu
xen phan tir mdi x vao vi tri ctia phan tir hién thoi. Vi phan tir hién thoi dugc

day ra sau mdt vi tri, nén chi s6 hi¢n thoi phai dugc tang 1én 1.

template <class Item>
void List<Item> :: Add(const [tem& Xx)
{
assert (Length( ) < MAX && Valid());
last + +;
for(int k = last; k > current; k - -)
element[k] = element[k - 1];
element[current] = x;

current + +;

}
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Ham Delete. Mudn loai khoi danh sach phﬁn tor & vi tri thir 1, ching ta
can phai day doan cudi cta danh sach ké tir vi tri i + 1 1én trude 1 vi tri, va

giam chi s6 last di 1.

template <class Item>
void List<Item> :: Delete(int 1)
{
assert (1 <=1 && 1 <= Length( ));
for (intk=1-1; k <last; k ++)
element[k] = element[k + 1];

last - - ;

}

Ham Remove. Ham nay duoc cai dat tuong tu nhu ham Delete.

template <class Item>

void List<Item> :: Remove( )

{
assert(Valid( ));
for (int k = current; k < last; k + +)
element[k] = element[k + 1];

last - - ;

}

Tat ca cac ham con lai déu rat don gian va duoc cai dat 1 ham inline.

Bay gio chung ta ddnh gid hiéu qua cta cic phép toan cia KDLTT
danh sach, khi ma danh sach dugc cai dat boi mang. Uu diém cua cach cai
dit nay 14 né cho phép ta truy cap truc tiép téi timg phan tir cua danh sach,
vi phan tir th i cta danh sach duoc luu trong thanh phdn mang element[i -
1]. Nho d6 ma thot gian ctiia phép toan Element(i) 1a O(1). Giad str danh sach

c6 d6 dai n, dé xen phan tir méi vao vi tri thir i trong danh séch, chiing ta can
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day cac phan tir luu ¢ cac thanh phan mang tir element|[i -1] dén element[n -
1] ra sau mdt vi tri. Trong truong hop xau nhat (khi xen vao vi tri du tién
trong danh sach), can n lan ddy, vi vay thoi gian ctia phép toan Insert 13
O(n). Phan tich mot cach tuong ty, chiing ta thiy rang thoi gian chay cua céc
phép toan Delete, Add va Remove cling 1a O(n), trong d6 n 1a do dai cua
danh sach. Thoi gian ciia tit ca cic phép toan con lai déu 1a O(1).

Nhu chung ta da noéi, cac phép toan trong by cong cu 1ap cho phép
chung ta c6 thé tién hanh dé dang cac xt 1y danh sach can dén duyét danh
sach. Chang han, gia sir L 14 danh sach cac sd nguyén, dé loai khoi danh

sach L tat ca cac s6 nguyén bang 3, chung ta c6 thé viét:

L. Start( );
while (L.Valid( ))
if (L.Current( ) == 3)
L.Remove( ) ;
else L.Advance();

Chung ta ciing c6 thé in ra tat ca cac phan tir cta danh sach bang cach

st dung vong 1ap for nhu sau:

for (L.Start( ); L.Valid( ); L.Advance( ))

cout << L.Current( ) << end],

Nhan xét. Cai dit danh sach bdi mang c6 wu diém co ban 1a n6 cho
phép truy cap truc tiép toi timg phan tir ciia danh sach. Nho d6 chung ta c6
thé cai dat rit thuan tién phép toan tim kiém trén danh sach, dic biét khi
danh sach 14 danh sach dugc sip (cic phan tir ciia né duoc sap xép theo thir
tu khong ting hodc khong giam), néu luu danh sach duoc sip trong mang,
chung ta c6 thé cai dit d& dang phuong phap tim kiém nhi phan. Phuong
phap tim kiém nhi phan 1a mét k¥ thuat tim kiém rat hiéu qua va s& dugc

nghién ctru trong muc 4.4.
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Chung ta da cai dat danh sach boi mang tinh, mang c6 ¢& MAX ¢
dinh. Khi danh sach phét trién, t6i lac ndo d6 mang s& ddy, va lac d6 cac
phép toan Insert, Append, Add s€ khong thé thuc hién dugce. P6 1a nhuoc
diém chinh cta cach cai dit danh sach boi mang tinh.

Bay gio noi vé cach thiét ké 16p List. Trong 16p List nay, tit ca cac
ham trong bd cong cu lip duogc dua vao cac ham thanh phan cua 16p va bién
Iwu vi tri hién thoi cling 13 mot bién thanh phan ciia 16p. Thiét ké nay c6 van
dé: chi c6 mot bién hién thoi, do d6 chung ta khong thé tién hanh dong thoi
hai hodc nhiéu phép lap khac nhau trén cting mot danh sach.

Muc sau sé& trinh bay mot phuong phap thiét ké 16p List khac, n6 khic

phuc dugc cac nhugc diém d3 néu trén.
43  CAI PAT DANH SACH BOI MANG PONG

Trong muc nay chung ta s¢€ thiét ké mot 16p khac cai dat KDLTT danh
sach, 16p nay dugc dat tén 1a Dlist (Dynamic List). Lép Dlist khac vai 16p
List dd duoc trinh bay trong muc 4.2 ¢ hai diém. Thir nhat, danh sach duoc
lwu trong mang duoc cap phat dong. Thir hai, cac ham trong bd cong cu lap
dugc tach ra va dua vao mdt 16p riéng: 16p cong cu lap trén danh sach,
chung ta s& goi 10p nay l1a Dlistlterator. Vi cach thiét ké nay, ching ta s&
khéc phuc duogc cac nhuoc diém cua 16p List da dugc néu ra trong nhan xét
& cudi muc 4.2.

Lép Dlist chua ba thanh phan dit liéu: Bién con tré element tro t6i
mang dugc cap phat dong dé luu cac phan tir ciia danh sach. Bién size luu c&
clia mang, va bién last lwu chi sb cudi ciing ma tai d6 mang chtra phan tir cia
danh sach.

L&p Dlist chta tat ca cac ham thanh phan thuc hién cac phép toan trén
danh sach giéng nhu trong 16p List, trir ra cic ham cong cu lip (cac ham nay
s& dugc dua vao 16p Dlistlterator). Chung ta dua vao 16p Dlist hai ham kién
tao. Ham kién tao mot tham bién nguyén 13 ¢& ctia mang dugc cap phat dong

va ham kién tao copy. Ching ta cin phai dua vao 16p Dlist ham huy dé thu
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hdi bo nhé di cap phat cho méang element, khi ma d6i tuong khong con can
thiét nita. Lép Dlist ciing cin c6 ham toan tir gan. Pinh nghia 16p Dlist dugc
cho trong hinh 4.3.

template <class Item>
class Dlistlterator ;
// Khai bao trudce 16p Dlistlterator.

template <class Item>

class Dlist

{

public:
friend class Dlistlterator<Item>;
Dlist( )
{element = NULL; size = 0; last =-1; }
DList (int m);
Dlist (const Dlist & L);
~ Dlist( )
{delete [ ] element; }
Dlist & operator = (const Dlist & L);
inline bool Empty( ) const;
inline int Length( ) const;
void Insert(const Item & x, int 1);
void Append(const Item & x);
void Delete(int 1);
inline Item & Element(int 1);
private:

Item* element;
Int size;
Int last;
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Hinh 4.3. Dinh nghia 16p Dlist

Chu ¥ rang, trude khi dinh nghia 16p Dlist, chung ta di khai bao trudc
16p Dlistlterator. Khai bao nay 13 can thiét, boi vi trong dinh nghia 16p Dlist,
chung ta xac dinh 16p Dlistlterator 1a ban cua no.

Sau day chung ta s& xem xét su cai dit cac ham thanh phan cua 16p
Dlist. Cac ham Empty, Length, Delete va Retrieve 1a ham hoan toan gidng
nhu trong 16p List.

C4c ham kién tao. Trudc hét n6i dén ham kién tao c6 mot tham bién
nguyén m. Nhiém vu chinh ctia n6 13 cap phat mot mang dong c6 ¢& 1a m dé

luu cac phan tir ciia danh sach.

template <class Item>
Dlist<Item> :: Dlist(int m)
// Precondition. m 1a sd nguyén duong.
// Postcondition. Mot danh sach rdong dugc khoi tao, voi kha ning tbi
// da chira dugc m phan tir.
{
element = new Item[m];
assert (element != NULL);
size = m;
last =-1;

Ham kién tao copy c6 trach nhi¢m tao ra mot danh sach mai 1a ban
sao ctia danh sach da c6 L. Trudc hét ta can cip phat mot mang dong co cd
1a ¢& clia mang trong danh sach L, sau d6 sao chép timg thanh phan cua

mang trong danh sach L sang mang mai.
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template <class [tem>
Dlist<Item> :: Dlist(const Dlist<Item> & L)

{
element = new Item[L.size];
size = L.size;
last = L.last;
for (inti=0;1<=last; 1+ +)
element[i] = L.element][i];
b

Toan tir gan. Toan tir gan duogc cai dat gan gidng nhu ham kién tao
copy. Chi c6 diéu can luu y 13, khi ¢& cia mang trong hai danh sach khac
nhau, chung ta méi can cp phat mot mang dong co c& 1a ¢& ctia mang trong

danh sach nguén, roi thue hién sao chép giéng nhu trong ham kién tao copy.

Dlist<Item> & Dlist<Item> :: operator = (const Dlist<Item> & L)
{
if (size != L.size)
{
delete [ ] element;
element = new Item[L.size];
size = L.size;
b
last = L.last;
for(inti=0;1i<=last; i + +)
element[i] = L.element][i];

return *this;

}
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Ham Insert. Uu diém cua cach cai dit danh sach boi mang dong 13
cac hanh dong thém phﬁn tir mo1 vao danh sach ludn luon duoc thuc hién.
Boi vi khi ma mang day, chung ta s& cip phat mot mang dong méi c6 ¢& gap
d6i c¢& ctia mang cii. Sau d6 sao chép doan dau [0... i-1] cia mang cii sang
mang madi, dua phén tr cAn xen vao mang mai, roi lai chép doan con lai cua

mang cili sang mang mdéi. Ham Insert dugc dinh nghia nhu sau:

template <class Item>

void Dlist<Item> :: Insert(const [tem&x, int 1)

{
assert(i >= 0 && 1 <= last);
if (Length( ) < size)
{
last + +;
for (intk = last; k >=1; k - -)
element[k] = element[k -1];
element[i-1] = x;
} \
else // mang element day
{

Item* newArray = new Item[2 * size + 1]

assert (newArray != NULL);

for (intk=0;k<i-1;k++)
newArray[k] = element[k];

newArray[i - 1] =x;

for (intk=1;k<=last+1;k++)
newArray[k] = element[k - 1];

delete [ ] element;

element = newArray;

last + +;

size =2 * size + 1;
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Ham Append dugc cai dat tuvong tu nhu ham Insert, nhung don gian
hon. Chung t61 dé 1ai cho doc gid, xem nhu bai tap.

Ham Delete duogc cai dat nhu trong 16p List (xem muc 4.2 ).

Bay gio chiing ta thiét ké 16p cong cu lap trén danh sach dugc cai dat
bd1 mang: 16p Dlistlterator. Khai bao 16p cong cu lap dugc str dung vai 16p
Dlist dugc cho trong hinh 4.4. L&p nay chira cac phép toan cia KDLTT
danh sach lién quan t6i phép 1dp qua cac phan tir cua danh sach. Lép
DlistIterator chira hai thanh phan dir liéu: bién current luu sb nguyén biéu
dién vi tri hién thoi, nd 1a chi sb ma tai do mang luu phﬁn tir hién thoi; va
bién LPtr lvu mét con tré hang tré t6i dbi tuong cua 16p Dlist ma cac phép

toan cong cu 1ap s€ thuc hién trén no.

# include <assert.h>

template <class [tem>

class Dlistlterator

{

public :

Dlistlterator (const Dlist<Item> & L) // Ham kién tao
{ LPtr = &L; current = -1; }
void Start( )
{ current = 0; }
bool Valid() const
{ return 0 <= current && current <= LPtr—> last; }
void Advance()
{ assert (Valid( )); current + +;}
Item & Current( ) const
{ assert(Valid( )); return LPtr — element[current]; }
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void Add(const Item & x);
void Remove();

private :
const Dlist<Item>* LPtr;

int current;

Hinh 4.4. Pinh nghia 16p cong cu lap.

Chu ¥ rang, chung ta da khai béo 16p Dlistlterator 1a ban cua 16p Dlist.
Piéu nay 1a dé khi cai dat cac ham thanh phan caa 16p Dlistlterator ching ta
¢ quyén truy cap truc tiép ti cac thanh phan dir liéu cia 16p Dlist. Bay gio
chung ta cai dit ham Add, ham nay duoc cai dit hoan toan tuong ty nhu
ham Insert trong 16p Dlist. Chi can dé ¥ rang, & ddy chung ta cdn xen mot

phﬁn tr méi vao vi tri hién thoi trong danh sdch ma con tré LPtr tro téi.

template <class Item>
void Dlistlterator<Item> :: Add(const Item & X)

{
if (LPtr > Length( ) < LPtr - size)
{
LPtr - last + +;
for (int k = LPtr - last; k > current; k - -)
LPtr = element[k] = LPtr = element[k - 1];
LPtr >element[current] = x;
b
else {

Item* newArray = new Item[ 2 * (LPtr = size + 1) ];
assert(newArray != NULL);
for(int1=0;1<current; 1+ +)

newArray[i] = LPtr 2element][i];
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newArray|[current] = x;

for(int i = current + 1; i <= LPtr 2 Length( ); i+ +)
newArray[i] = LPtr >element[i - 1];

delete [ ] LPtr = element;

LPtr = element = newArray;

LPtr = size =2 * (LPtr = size) + 1;

LPtr - last + +;

}

current + +;

D@ dang thiy rang, mic dau cic phép toan Insert, Append va Add cai
dat phuc tap hon cac phép toan twong ung khi danh sach duoc cai dat boi
mang tinh, song thdi gian thyuc hién cac phép toan d6 van chi 1a O(n).

Chung ta dua ra mét vi du minh hoa cach st dung 16p cong cu lap.
Gia sir L 1a danh sach cac sd nguyén. Ching ta can thém s nguyén 4 vao
trude sd nguyén 5 xuat hién 1an dau trong danh sach, néu L khong chta 5 thi
thém 4 vao dudi danh sach. Truéc hét, chung ta phai tao ra mot doi tuong
ctia 16p cong cu l3p gan voi danh sach L, va can nhd rang, moi phép lap can

dén thao tac dau tién 1a Start. Xem doan mi sau:

Dlist<int> L(100); // Danh séch L c6 thé chtra dugc t6i da 100

// s6 nguyén.

Dlistlterator<Int> itr(L); // khoi tao doi twong 1dp itr gén v6i
// danh sach L.

itr.Start( );
while(itr.Valid( ))

if (itr.Current( ) = = 5)

{ itr.Add(4); break; }

else itr.Advance( );

if (litr.Valid())
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L. Append(4);

44  CAIDAT TAP DPONG BOI DANH SACH.
TIM KIEM TUAN TU VA TiM KIEM NHI PHAN

Nh6 lai ring, mdi d6i twong ctia KDLTT tap dong 1a mot tap cac phan
tor dir li€u , va cac phﬁn tir dir li€u chira mot thanh phﬁn dir li¢u duoc goi la
khoa. Chiing ta gia thiét rang, trén cac gia tri khoa c6 quan hé thr ty va cac
phan ttr dit liéu khac nhau c6 gia tri khoa khac nhau. Trén tap cac phan tir dir
liéu S, chung ta xac dinh cac phép toan co ban sau:
1. Insert(S, x). Xen phan ttr dit liéu x vao tap S.
2. Delete(S, k). Loai khoi tap S phan tir dit liéu c6 khoa k.
3. Search(S, k). Tim phén ttr dit liéu c6 gia tri khoa 1a k trong tap S.
Ham tra vé true néu tim thay va false néu nguoc lai.

4. Max(S). Ham tra vé phan ttr dir liéu c6 gia tri khod 16n nhat trong
tap S.

5. Min(S). Ham tra vé phan tir dit liéu co gia tri khod nho nhat trong
tap S.

Pé viét cho ngan gon, chiing ta gia sir rang cac phan tir dit lidu c6 kiéu
1a Item va c6 thé truy cap truc tiép téi thanh phan khod cuia Item, chang han

trong cac ap dung thong thuong Item 1a mot ciu tric:

struct Item

{
keyType key; // khod ctua dir lig¢u.
// cac thanh phan khac.

IR
4.4.1 Cai dit béi danh siach khong dwoc sip. Tim Kiém tuan tw

Chung ta c6 thé sip xép cac phan tir clia tip dong (theo mot thu ty tuy
) thanh mét danh sach, va do d6 dé dang thiy rang, ta c6 thé sir dung cach
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cai dat danh sach boi mang dong dé cai dat KDLTT tap dong. Lép tap dong
Dset (Dynamic Set) dugc thiét ké bang cach sir dung 16p Dlist (xem muc
4.3) 1am 16p co s& voi dang thira ké private. Véi cach thiét ké nay , cac ham
thanh phan cua 16p Dlist tré thanh cdc ham thanh phan private cua 16p DSet
va chiing ta s& st dung chung dé cai dit cac phép toan tip dong. Lop Dset
chi chira cac thanh phan dit liéu dugc thira ké tir 16p Dlist. Pinh nghia 16p
Dset dugc cho trong hinh 4.5.

template <class Item>

class Dset : private Dlist<Item>

{

public :

DSet(intm = 1)
// khoi tao ra tap rong, co thé chira dugc nhiéu nhat 1a m phﬁn t
// dix ligu.
: Dlist(m) { }
void DSetlnsert(const [tem & x);
// Postcondition: phan tir x tré thanh thanh vién cua tap dong.
void DSetDelete(keyType k);
// Postcondition: phan tir voi khoa k khong o trong tap dong.
bool Search(keyType k);
// Postcondition: Tra vé true néu phan tir véi khoa k ¢6 trong
// tap dong va tra vé false néu khong.
Item & Max( );
// Precondition: Danh sach khong rong.
// Postcondition: Tra vé phan tir c6 khoa 16n nhat trong tap dong.
Item & Min( );
// Precondition: Danh sach khong rong.

// Postcondition: Tra vé phan tir ¢ khoa nho nhat trong tip dong.
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Hinh 4.5. Dinh nghia 16p DSet.

Sau ddy ching ta cai dat cdc phép toan trén tdp dong bang cach sur
dung cac ham duoc thira ké tir 16p danh sach.
Ham DSetlnsert. Ham nay dugc thyc hién béng cach thém phﬁn tur

maoi vao dudi danh sach:

template <class Item>
void DSet<Item> :: DSetlnsert(const [tem & x)
{
if (! Search(x.key))
Append(x);

Ham DSetDelete. Dé loai phan tir c6 khoa k khoi tap dong, ching ta
can xem xét ting phan tir trong danh sach, khi gip phan tir can loai & vi tri

thit i trong danh sach thi sir dung ham Delete(i) thira ké tir 16p Dlist.

template <class Item>
void DSet<Item> : DSetDelete(keyType k)
{
for(inti=1;1<=Length( );1++)
if (Element(i).key = =k)
{
Delete(1);
break;
b

Ham Search. Can luu y ring, cic phan tir cua tap dong da duoc luu

dudi dang mot danh sach. Do d6 dé tim mot phan tir véi khoa cho trudc co
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trong tdp dong hay khong, chiing ta xem xét 1an luot timg phan tir cia danh
sach bat dau tir phan tr ddu tién, cho t6i khi gdp phan tir can tim hodc di dén
hét danh sach ma khong thdy. Ky thuat tim kiém nay duoc goi 1a tim kiém

tudn tu (sequential search), d6 la mdt dang ctia tim kiém vét can.

template <class Item>
bool DSet<Item> :: Search(keyType k)
{
for(inti=1;1<=Length( );1++)
if (Element(1).key = = k)
return true;

return false;

}

Phép toan Max, Min cling dugc cai dat rat don gian. Chung ta chi can
di qua danh sach va luu lai phan tir c6 khoa 16n nhat (nho nhat).

Thoi gian thuc hién cac phép toan tap dong trong cach cai dat nay.
DPé thuc hién cac phép toan DSetlnsert, DSetDelete, Search, Max, Min
ching ta déu can phai di qua ting phan tir ciia danh sach, ké tir phan tir dau
tién (vong lap for). Khi tim kiém, trong truong hop xdu nhat (ching han
phan tir can tim khong c6 trong danh sach), can phai di hét danh sach, do dé
sO 1an 1ap tdi da 12 n (n 13 d6 dai danh sach). Vi danh sach duoc luu trong
mang, nén phép toan Element(i) chi tén thoi gian O(1). Do d6 thoi gian thuc
hién tim kiém 13 O(n), trong d6 n 1a d6 dai danh sach. Phan tich tuong ty ta

thdy ring, thoi gian cia cac phép toan khac ciing 1a O(n).
4.4.2  Caidit boi danh sach dwoc sip. Tim kiém nhi phin

Bay gi¢ chiing ta xét mot cach cai dat tap dong khac, trong cach nay,
tap dong ciing duge biéu dién duéi dang danh sach, nhung cic phan tir cua

danh sach dugc sip xép theo thir ty ting cua cac gia tri khoa. Phan tir co
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khoa nho nhit cta tap dong dting ¢ vi tri du tién trong danh sach, con phan
tir ¢6 khod 10n nhét cua tap dong ding sau cung trong danh sach. Do d6, cac
phép toan Max, Min dugc cai dat rat don gian va chi can thoi gian O(1).

Chang han, phép toan Min dugc xac dinh nhu sau:

template <class [tem>
Item & DSet<Item> :: Min( )
{

assert( ! Empty( ));

return Element(1);

Bay gio chung ta viét ham DSetInsert. Vi tap dong duoc biéu dién
dudi dang danh sach duoc sép, nén khi xen mot phﬁn tor mé1 vao tap dong,
chung ta can phai dit nd vao vi tri thich hop trong danh sach, dé dam bao
sau khi xen, danh sach van con la danh sach dugc sép. DSetlnsert dugc cai

dat nhu sau:

template <class Item>
void DSet<Item> :: DSetlnsert(const Item & x)
{
nt 1
for(i=1;1<=Length( );1++)
if (x.key < Element(i).key)
{ Insert(x, 1); break; }
else if (x.key = = Element(i).key)
break;
if (1> Length( )) // danh sach rong hoic x c6 khéa 16n hon
Append(x); // khoa ctia moi phan tir trong danh sach.
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Phép toan DSetDelete dugc cai dat gibng nhu trong trudng hop danh
sach khong duoc sap, nhung can luu ¥ rang, khi gip mot phan tir trong danh
sach c6 khoa 16n hon kho4 k ¢ nghia 13 trong danh sach khéng chia phan tir

can loai va do d6 ta c6 thé dung lai ma khong can di hét danh sach.

template <class Item>
void DSet<Item> :: DSetDelete(keyType k)
{
for (int1=1;1<=Length( );1++)
if (Element(1).key == k)
{
Delete(i);
break;
}
else if (Element(i).key > k)
break;

Uu diém 16n nhit cta phuong phép cai dit tdp dong boi danh sach
dugc sip 1a chiing ta c6 thé st dung k¥ thuat tim kiém khac hiéu qua hon tim

kiém tuan ty.
Tim kiém nhi phan (Binary Search)

Tu tudng cua k¥ thuat tim kiém nhi phan 1a nhu sau: xét phan tir
dung gitra danh sach, n6 chia danh sach thanh hai phan: nira dau va nira sau.
(Chu ¥ rang, vi danh sach duoc luu trong mang, nén ta ¢ thé tim thiy phan
tir & gitra danh sach chi véi thoi gian O(1)). Do danh sach duogc sap xép theo
thtr ty ting cta khod, nén tit ca cac phan tr & ntra dau danh sach déu c6
khoa nho hon khod cta phéan tir dimg gitta danh sach va khoa cua phan tir

nay nho hon khoa cuia tat ca cac phan tir & nua sau danh sach. Néu khod k
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ctia phan tir cAn tim bang khoa ctia phan tir dimg gitta danh sach c6 nghia 1a
ta da tim thay; con néu k khac khoa cia phan tir dimg giita, ta tiép tuc tim
kiém ¢ nira dau (ntra sau) danh sach tuy thudc khoa k nhé hon (16n hon)
khoa ctia phan tir dimg giita danh sach. Qué trinh tim kiém & nira dau (hoic
nua sau) dugc thuc hién béng cach 1ap lai thu tuc trén. Chung ta co thé cai
dit thuat toan tim kiém nhi phan boi ham dé quy hodc khong dé quy. Trong
hinh 4.6 1a ham Search khong d¢é quy.

template <class Item>
bool DSet<Item> :: Search(keyType k)
{
int bottom, top, mid;
bottom = 1;
top = Length( );
while (bottom <= top)
{
mid = (bottom + top) / 2;
if (k == Element(mid).key)
return true;
else if (k < Element(mid).key)

top =mid — 1;
else bottom=mid + 1;
}
return false;

Hinh 4.6.Tim kiém nhi phan.
Thoi gian tim kiém nhi phan. Biy gio ching ta déanh gia thoi gian
chay cua thuat toan tim kiém nhi phan theo d6 dai n ciia danh sach. D& dang

thdy rang, thoi gian thyc hién than cta vong lap while 1a O(1), bai vi viée
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truy cdp t6i phan tr ding giita danh sach, Element(mid), chi can thoi gian
O(1). Do d6 chiing ta chi can danh gi4 s6 1an lap. Mdi lan lap 1a mét 1an chia
danh sach dang xét thanh hai phan: ntra ddu va nta sau, va danh sach duoc
xét toi & 1an 1dp sau 1a mot trong hai phan d6. S6 1an 1ap tdi da 14 sb tdi da
lan chia danh sdch ban dau cho t6i khi nhan duoc danh séch can xem xét chi
gém mot phan tir (bottom = top). Truong hop xau nhat nay s& xay ra khi ma
phan tir can tim 13 phan tir dau tién (phan tir cubi cing) ctia danh sach, hoic
khong c6 trong danh séch. Néu n 1a chén, thi khi chia ddi ta nhan duogc danh
sach ¢ bén trai phan tir dimg giira c6 d6 dai n/2 —1, con danh sach con bén
phai c6 do dai n/2. Xét truong hop n = 2". Néu phan tir can tim ¢ cudi cing
trong danh sach hoic khoa k 16n hon khoa ciia tat ca cic phan tir trong danh
sach, thi sb 1an chia 1a r. D6 1a truong hop x4u nhét. Vi viy, trong truong
hop n = 2", thi s6 lan chia nhiéu nhét a r va r = log,n.

Con néu n # 2" thi sao? Chung ta c6 thé tim duoc s6 nguyén r nho nhat
sao cho:

2"'<n <2

r—1 <logn <r

r < l+logmn <r+1

Do d6, trong trudng hop n # 2", thi s6 14n chia t6i da dé dan dén danh
sach gdm mot phan tir khong vuot quar < 1 + logon.

Nhu vay, thoi gian cia thuat toan tim kiém nhi phan 1a O(logn).
So sanh hai phwong phap cai dat.

Néu chung ta cai dat tap dong boi danh sach khong duge sip (cac
phan tir cua tap dong dugce xép thanh danh sach theo trat ty tuy y), thi thoi
gian thuc hién cac phép toan trén tap dong 1a O(n). (Can luu ¥ rang, dé xen
phan tir méi vao tap dong, chung ta chi can thém nd vao dudi danh sach,
nhung ching ta can phai kiém tra nd dé c6 trong tip dong chua, tirc 13 van
can duyét danh sach, do d6 phép toan DSetlnsert ciing doi hoi thoi gian
O(n)). Trong khi d6, néu tip dong duoc biéu dién boi danh sach dugc sip
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(c4c phan tir cia tap dong duge sip xép thanh danh sach theo thir tu ting
(hodc giam) cua céac gia tri khod), thi cac phép toan DSetlnsert, DSetDelete
van can thoi gian O(n), phép todn Min, Max chi can thoi gian O(1); dac biét
phép toan Search, do 4p dung k¥ thuét tim kiém nhi phan, nén chi doi hoi
thot gian O(logn).

Trén day chiing ta da trinh bay mot cach thiét ké 16p tap dong DSet sir
dung 16p Dlist nhu 16p co s& private. Chung ta c6 thé dwa ra mot cach thiét
ké 16p DSet khéc, thay cho sir dung 16p co so Dlist, 16p DSet s& chira mot
thanh phan dit liéu 1a d6i twong cua 16p Dlist. Lép DSet nay sé& c6 dang nhu

Sau.:

template <class Item>
class DSetl

{
public :
// Cac ham thanh phan nhu trong 16p DSet
private :
Dlist L;
I

Chung ta con c6 thé thiét ké 16p DSet mot cach khac khong can sir
dung dén 16p Dlist, ma tryc tiép st dung ba thanh phan dir liéu: bién con tro
element tré toi mang duoc cap phat dong dé luu cac phan tir cia danh sach
biéu dién tap dong, bién size luu c& ctia mang dong va bién last luu chi sb
cia mang chtra phan tir cudi cung cua danh sach. Trong cach thiét ké nay,

16p DSet c6 dang sau:

template <class Item>
class DSet2

{
public :
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// Cac ham kién tao méc dinh, copy

// Ham huy

// Todn tir gan, ...

// Cac ham cho céac phép toan tap dong.
private :

Item* element;

int size;

int last;

I
Poc gia co thé cai dat d& dang cac 16p DSetl va DSet2 (bai tap).
45 UNG DUNG

Danh sach 13 mot cu trac dit liéu tuyén tinh duoc st dung nhiéu trong
thiét ké cac thuat toan. Nhiéu loai ddi tuong dir liéu c6 thé biéu dién duéi
dang danh sach, va do d6 chiing ta co thé sir dung danh sach dé cai dat nhiéu
KDLTT khac. Chéng han, trong muc 4.4, ching ta da s dung danh sach dé
cai dat KDLTT tap dong. Trong muc nay chung ta sé xét mdt vai ung dung
khac: sir dung danh sach dé cai dat da thic va cac phép toan da thirc, va s
dung danh sach dé cai dat cac ma tran thua (ma tran chi chira mét s it cac
thanh phan khac khong).

Da thirc va cac phép toan da thire.

Mot da thirc 1a mot biéu thic co dang:

ax"+a, X"+ ... +ax+a,
Moi hang thirc a x5, a, # 0 co thé biéu dién boi mot cap hai thanh phén: hé
s6 (coef) a va sé mii (expo) k. Va do d6, chiing ta c6 thé biéu dién da thirc
nhu 1a mot danh sach cac cap hé¢ $6, s6 mil. Chéng han, da thtrc:

17x - 25%° + 14x -32
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dugc biéu dién dudi dang danh sach sau:
((17,5), (-25, 2), (14, 1), (-32, 0))

Cac da thic cung véi cac phép toan quen biét trén da thirc tao thanh
KDLTT da thic. Chiing ta s& cai dat 1op da thire (class Poly), bing cach biéu
dién da thirc dudi dang danh sich cac hang thirc nhu di trinh bay & trén. Lép
da thirc chra mot thanh phén di li¢u 1a danh sach cac hang thuc. Do do,
true khi dinh nghia 16p da thirc, chung ta cin xac dinh 16p hang thirc (class
Term).

Pinh nghia 16p da thic dugc cho trong hinh 4.7. Dé cho ngén gon,
trong d6 chung ta chi xac dinh mgt ham toan tur thuc hi¢n phép cong da thic,

cac ham thanh phan can thiét khac doc gia ty x4c dinh 13y.

class Poly; // khai bdo trude 16p da thuc.
class Term // L&p hang thiec.
{
public :
friend class Poly;
Term(double a =0, int k= 0);
// Kién tao nén hang thuc c6 hé s6 a, sb mi k.
private:
double coef;
int expo;
s
class Poly // Lop da thitc.

Poly& operator + (const Poly & p);
// Todn tir cong hai da thtc.

private :
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Dlist<Term> TermList; / Danh sach cac hang thuec.

Hinh 4.7.Lop da thire.

Bay gio ching ta cai dat mot ham thanh phan: ham cong da thic.
Thut toan cong hai da thirc nhu sau: sir dung hai phép lip, mdi phép lip
chay trén mot danh sach cdc hang thirc ciia mot da thuc. Chung ta so sanh
hai hang thirc hién thoi, néu ching c6 cung s6 mii thi tao ra mot hang thuc
méi véi s6 mil 14 sé mii do, con hé sb 1a téng cac hé sd cua hai hang thuc
hién thoi (néu tong nay khac khong), va dua hang thirc méi vao dudi danh
sach hang thuc cua da thuc két qua, déng thoi dich chuyén hai vi tri hién
thoi dén cac vi tri tiép theo trong hai danh sach. Néu hang thtrc hién thoi cua
mot trong hai danh sach c6 s6 mil 16n hon sé mil cta hang thirc hién thoi kia,
thi ta dua hang hién thoi co s6 mii 1én hon vao dudi danh sach cua da thirc
két qua. Khi ma mot vi tri hién thoi da chay hét danh sach, ching ta tiép tuc
cho vi tri hién thoi kia chay trén danh sach con lai, dé ghi cac hang thirc con
lai ctia danh sach nay vao dudi danh sach cia da thic két qua. Ham toan tir
cong da thirc dugc cho trong hinh 4.8.

Poly & Poly :: operator + (const Poly & p)
{
Term terml, term2, term3;
Poly result;
DListlterator<Term> itrl(TermList);
Dlistlterator<Term> itr2(p.TermList);
itrl.Start( );
itr2.Start( );
while (itr1.Valid( ) && itr2.Valid( ))
{

term1 = itrl.Current( );
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term2 = itr2.Current( 0;

if (terml. expo = = term2. expo)

{

if (term1.coef + term2.coef ! = 0)

{
term3.coef = term1.coef + term2.coef;
term3.expo = term1.expo;
result. TermList. Append(term3);
// Thém hang thirc term3 vao dudi danh sach cac hang thirc cua
// da thirc két qua.

b

itrl.Advance( );

itr2.Advance( );

b
else if (term1.expo > term2.expo)

{
result. TermList. Append(term1);
itrl.Advance( );

b
else {
result. TermList. Append(term2);
itr2. Advance( );
b
; // Hét while

while (itr1.Valid( ))

{

}

term1 = itrl.Current( );
result. TermList. Append(term1);
itrl.Advance( );

while (itr2.Valid( ))
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{

term2 = itr2.Current( );
result. TermList. Append(term2);
itr2.Advance( );

}

return result;

Hinh 4.8.Ham cgng da thirc.

Ma tran thwa. Mot ma tran 1a mét bang hinh chit nhat chtra m x n

phan tir duge sip xép thanh m dong, n cot:

a,, 4d, .. Q
a, a, ..
a a a

ml m2 mn

trong do ajj 1a phan tir ding & dong tht i, cot thir j. Tap hop cac ma tran cling
v6i cac phép toan quen biét trén ma tran 1ap thanh KDLTT ma trdn. Dé cai
dit KDLTT ma tran, trudc hét chung ta can biéu dién ma trn bdi cu trac
dit liéu thich hop. Cach ty nhién nhat 1a cai dit ma trén boi mang hai chiéu.
Nhung dé co thé biéu dién duoc ma trin c¢6 ¢ m x n bat ky, ching ta su
dung mang duoc cip phat dong. Do d6, dé biéu dién ma tran ching ta sir
dung ba bién: bién row luu sb dong va bién col Iwu s cot ctia ma tran, va
con tro element tré té1 mang dong cd row, mang ndy chira cac con tro tro toi

cac mang dong cd col d€ luu cac phan tr cia ma tran, nhu trong hinh sau:
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element 0 1 col-1

> > ajp|an A1n
1 » d21|aA22 don
row-1 > Ami@Am2 Amn

Véi cach biéu dién ma tran nhu trén, 16p ma tran sé co ndi dung nhu
sau:
template <class [tem>
class Matrix
{
private :
int row, col;
Item** element;
public :
Matrix( )
{ row = 0; col = 0; element = NULL; }
Matrix (int m, int n);
// Kién tao ma tran khong m dong, n cot.
Matrix (const Matrix & M); // Kién tao copy.
~ Matrix( ); / Ham huy.
Matrix & operator = (const Matrix & M); // Toan tir géan.
int Row( ) const
{ return row; }
int Col( ) const
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{ return col; }
friend Matrix<Item> & operator + (const Matrix<Item> & M1
const Matrix<Item> & M2);

/I Cac ham toan tur cho cac phép toan khac trén ma tran.

¥

Bay gio ching ta xét cac ma tran thua: ma tran chi chira mét so it cac

phan tir khac khong. Chang han ma tran sau:

07 0 0 3
0 08 00
M=
00000
05090

Véi cac ma tran thua, néu biéu dién ma tran boi mang s& rat lang phi
bo nhé. Chéng han, v61 ma trdn ¢& 1000 x 2000 ching ta can cép phat bo
nhd dé Iuu 2 triéu phan tir. Song néu ma tran d6 chi chira 2000 phén tir khac
khong thi chung ta mong mudn chi can cap phat bd nhé dé luu 2000 phan tir
d6. Cach tiép can biéu dién ma tran boi danh sach cho phép ta 1am dugc diéu
do.

Mbi phén tir cia ma tran dugc mo ta bédi mot cap: chi sb cot cla phﬁn
tr d6 va gia tri cia nd. Mdi dong clia ma tran s& duoc biéu dién bsi danh
sach cac cap (chi s0, gia tri). Chéng han, dong thtr nhét ciia ma tran M & trén
dugc bicu dién béi danh sich:

(2,7), (5,3))

Mot ma tran c6 thé xem nhu danh sach cac dong. Va do do, ching ta
c6 thé biéu dién ma tran bai danh sach cua cac danh sach cac cap (chi sd, gia
tri). Chéng han, ma trdn M & trén duge biéu dién bdi danh sach sau:

(((2,7),(5,3)),((3,8)),((2,5),(4.9)))

Vi cach bi€u dién ma tran bdi danh sach, dé xay dung 16p cédc ma
tran thua (SpMatrix), truéc hét ching ta can xac dinh 16p cac phan tir cia ma

tran (Elem).
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template <class Item>
class MaRow; // Lép dong ctia ma tran.
template <class Item>
class SpMatrix; / Lép ma tran thua.
template <class Item>
class Elem // Lop phﬁn tir cla ma tran.
{
friend class MaRow<Item>;
friend class SpMatrix<Item>;
public :
Elem (int j, Item a)
// Kién tao mét phﬁn tor & cot j, co gia tri a.
{ collndex =j; value = a; }
private :
int collndex; // Chi s cot.
Item wvalue; // gia tri.

¥

L6p dong ctia ma tran (MaRow) chira hai thanh phan dit liéu: chi sb
dong cua ma tran (rowlndex), va mgt thanh phﬁn dir liéu khac 1a danh sach
cac phan tir trong dong d6, danh sach nay dugc ky hiéu 1a eleList va duoc
cai dat boi danh sach dong Dlist (xem muc 4.3). Trong 16p MaRow, ching ta
can dua vao cac ham phuc vu cho viéc thuc hién cac phép todn trén ma tran:
do 1a cac ham toan tir + (cOng hai dong), - (trer hai dong), * (nhan mgt dong
voi mat gia tri), * (nhan mdt dong véi mot ma tran), ... Lop MaRow duoc

xac dinh nhu sau:

template <class Item>

class MaRow

{

friend class SpMatrix;
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public :
MaRow( ); // khoi tao dong rong.
MaRow & operator + (const MaRow & R);
MaRow & operator + = (const MaRow & R);
MaRow & operator — (const MaRow & R);
MaRow & operator - = (const MaRow & R);
MaRow & operator * (const [tem & a);
// nhan mot dong vai gia tri a.
MaRow & operator * (const SpMatrix<Item> & M);
// nhan mot dong v&1 ma tran M.
private :
Dlist <Elem<Item>> eleList; / Danh sach cc phan ti.

int rowIndex; // chi s6 dong.

35

Tai sao trong 16p MaRow chuing ta cin dua vao cic ham toan tir trén?
Dé cong (trtr) hai ma tran, chiing ta can cdng (trir) cic dong tuong Ung cia
hai ma tran, vi vay trong 16p MaRow chiing ta da dua vao cac toan ta +, + =,
-,-=.Chuy réng, mdi dong cuia ma tran dugc biéu dién boi danh sach cac
phan tr duoc sip xép theo thir tu ting dan theo chi sb cot, vi vay phép cong
(trtr) cac dong duoc thuc hi¢n theo thuat toan hoan toan giéng nhu khi ta
thuc hién cong hai da thuc. Phép toan nhan dong ma trdn véi mot gié tri
dugc dua vao dé cai dat phép nhan ma tran véi mot gia tri. By gid ching ta
thao luan vé phép nhan mot dong v6i mot ma tran. Tai sao lai can phép toan
nay? Gia s can tinh tich cta hai ma tran AvaB: A*B=C. Phan tir cij cua

ma tran C dugc tinh theo cong thic:
Cjj= Zaikbkj , trong do A= (aik), B= (bkj).
k

Tinh theo cong thirc nay s€ kém hi€u qua, vi chung ta phai duyét dong

thr 1 cua ma tran A, va vi moi phan tor & cot k, chiing ta can tim dén dong
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thit k ctia ma trdn B dé tim phan tir & cot j. Song phan tich cong thirc trén,
ching ta s& thiy rang, dong thr i ciia ma tran C 14 dong thtr i ciia ma trdn A
nhan v61 ma tran B. Trong dé phép nhan mdt dong voi1 ma tran B duoc dinh
nghia nhu sau: Ly phan tr & cot k ctia dong nhan véi dong tht k ctia ma

tran B, rdi cong tat ca cac dong thu dugc ta nhan dugc dong két qua. Chflng

han:
0 3 2

5,0, 1, 3]* (1) 2 3 —5%[0 3 2]+ 0%[1 0 4]+ 1%[0 6 0]+ 3*[2 0 0]
2 00

=[6 21 10].
bén day, chung ta c6 thé dinh nghia 16p ma tran thua SpMatrix. Lop

nay chira ba thanh phan dir liéu: s6 dong (row), s6 cot (col) va danh sach cac

dong cua ma tran (rowList)

template <class Item>
class SpMatrix
{
public:
// Ham kién tao va cac ham can thiét khéc.
// Cac ham todn tir cho céc phép todn ma tran.
private:
int row; // S6 dong.
int col; // S6 cot.
Dlist<MaRow<Elem<Item>>> rowList;

// Danh sach cac dong cua ma tran.

¥

Cai dit chi tiét cac 16p MaRow, SpMatrix dé lai cho doc gia xem nhu
bai tap.
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BAI TAP

1. Trong 16p Dlist, hdy cai dat ham truy cép téi phan tir thit i trong danh
sach (ham Element(i)) bdi ham toan tir Operator [ ].

2. Hay cai dat ham Advance( ) trong l6p Dlistlterator béi ham toan tu
Operator + +.

3. Gia sir trong 16p Dset, tap dong duogc cai dat boi danh sach dugc sap
theo gia tri khoa ting dan. Hiy cai dit ham Search(k) boi ham dé quy
theo k¥ thuat tim kiém nhj phan.

4. Viét chuong trinh sir dung danh sach cac s6 nguyén L (L 13 ddi twong
cua 16p Dlist). Chuong trinh can thuc hién céc nhiém vu sau:

a. Tao ra danh sach cac s6 nguyén dugc dua vao tir ban phim.

b. Loai khoi danh sach tit ca cac s6 nguyén bang mot s6 nguyén
cho trudce.

c¢. Thém vao danh sich s6 nguyén n sau s6 nguyén m xuat hién
dau tién trong danh sach, néu m khong cé trong danh sach thi
thém m vao dudi danh sach.

d. In ra cac sd nguyén trong danh sach.

5. Cho hai danh sach s6 nguyén L, va L, 1a d6i tuong cua 16p Dlist. Hay
viét ham toan tur Operator + thuc hién ndi hai danh sach d6 thanh mot
danh sach, can giir nguyén thr ty ctia cac phan tir va cac phan tir clia

L, di sau cac phan tir ciia L.
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CHUONG 5

DANH SACH LIEN KET

KDLTT danh sach da dugc xac dinh trong chuong 4 véi cac phép toan
xen vao, loai bo va tim kiém mot déi tuong khi cho biét vi tri ciia nd trong
danh sach va mot loat cac phép toan khac can thiét cho cac xur ly da dang
khac trén danh sach. Trong chuong 4 ching ta da cai dat danh sach bdi
mang. Han ché co ban ctia cach cai dat nay 1a mang c6 ¢& ¢b dinh, ma danh
sach thi luén phat trién khi ta thuc hién phép toan xen vao, va do do trong
qua trinh xtr Iy danh sach, nd c6 thé c6 d6 dai vuot qua c¢& cua mang. Mot
cach lua chon khac 1a cai dit danh sach boi ciu trac dit liéu danh sach lién
két (DSLK). Cac thanh phan dit liéu trong CTDL nay duoc lién két v6i nhau
boi cac con trd; mdi thanh phan chta con tro trd téi thanh phan tiép theo.
DSLK c6 thé “ndi dai ra” khi can thiét, trong khi mang chi luu dugc mot sb
¢ dinh d6i tuong dir lidu.

Noi dung chinh cua chuong nay 1a nhu sau: Muc 5.1 trinh bay nhiing
kién thtrc can thiét vé con tro va cdp phat dong bd nh¢ trong C + + dugce sur
dung thuong xuyén sau ndy. Muc 5.2 s& noi vé DSLK don va cac dang
DSLK khac: DSLK vong tron, DSLK kép. Trong muc 5.3, chung ta sé cai
dat KDLTT danh sach béi DSLK. Sau do, trong muc 5.4, ching ta s€ phan
tich so sanh hai phuong phép cai dit KDLTT danh sach: cai dit boi mang va
cai dat boi DSLK. Cudi cung, trong muc 5.5, ching ta s thao luan vé su cai
dat KDLTT tap dong bo1 DSLK.

5.1 CON TRO VA CAP PHAT PONG BQ NHO

Ciing nhu nhiéu ngon ngir 1ap trinh khac, C + + ¢6 cac con trd, nd cho
phép ta xay dung nén cac DSLK va cdc CTDL phtc tap khac. Bién con tré
(pointer variable), hay goi tit 1a con tré (pointer), 1a bién chira dia chi cua
mot té bao nhé trong bo nhé cia may tinh. Nho c6 con tro, ta dinh vi dugc té
bao nhé va do d6 c6 thé truy cap duge nodi dung ciia nd.

Pé khai bao mot bién con tré P luu giit dia chi cua té bao nhd chira dir
lidu kiéu Item, ching ta viét

Item * P;
Chang han, khai bao

mnt* P;
no6i rang P 1 bién con tré nguyén, tic 1a P chi tro t6i cac té bao nhd chira sb
nguyeén.

Muén khai bao P va Q 13 hai con trd nguyén, ta can viét

int * P;
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mnt* Q;

hoac
mt*P,*Q;
Can nhé rang, néu viét
int * P, Q;
thi chi c¢6 P 13 bién con tré nguyén, con Q 13 bién nguyén.
Néu chung ta khai bao:
int * P;
int  x;

thi cac bién nay duoc cip phat bd nhd trong thoi gian dich, su cAp phat bo
nhd nhu thé duoc goi 1 cap phat tinh, nd xay ra trude khi chuwong trinh
dugc thuc hién. NO1 dung cua cac té bao nh¢ da cép phat cho P va x chua
dugc xac dinh, xem minh hoa trong hinh 5.1a.

Ban c6 thé dit dia chi cta x vao P bang cach sir dung toan tir 13y dia
chi & nhu sau:

P = &x;

Khi d6 ching ta c6 hoan canh dugc minh hoa trong hinh 5.16, ky hi¢u *P
biéu dién té bao nhé ma con tro P tro toi

Pén day, néu ban viét tiép:

*P=25;
thi bién x s& co gia tri 5, tirc 1a hiéu qua cua 1énh gan *P = 5 tuong duong
voi 1énh gan x = 5, nhu dugc minh hoa trong hinh 5.1c.

Su cap phat bd nhé con c6 thé xay ra trong thoi gian thyc hién chuong
trinh, va duoc goi 1a cap phat ddng (dynamic allocation). Toan tir new trong
C + + cho phép ta thuc hién su cap phat dong bd nhé.

Bay gid, néu ban viét

P =new int;
thi mot té bao nhd luu gitr s6 nguyén duoc cip phat cho bién dong *P va con
tré P tro téi té bao nhé d6, nhu duge minh hoa trong hinh 5.1d. Can luu ¥
rang bién dong *P chi ton tai khi né da duoc cap phat bo nhd, va khi do, né
duoc sur dung nhu cac bién khac.

Tiép theo, ban c6 thé viét

*P =8;
khi do sb nguyén 8 dugc dit trong té bao nhé ma con tré P tro tdi, ta co hoan
canh nhu trong hinh 5.1e.

Gia str, ban viét tiép:

int* Q;

Q=P;
Khi d6, con tro Q sé tro toi té bao nhé ma con tré P da tré t&i, nhu duoc
minh hoa trong hinh 5.1f.

Néu bay gid ban khong mudn con trd tré téi bat ky t& bao nhd nio
trong bo nhd, ban co thé str dung hﬁng con tré6 NULL. Trong cadc minh hoa,
chung ta s& biéu dién hang NULL bdi dau chim. Dong 1énh:
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Q=NULL
s€ cho hi€u qua nhu trong hinh 5.1g.

Mot khi bién dong *P khong can thiét nita trong chuong trinh, ching
ta cd thé thu hoi t€ bao nhd da cap phat cho nd va tra vé cho h¢ thong. Toan

tu delete thuc hién cong viéc nay.
Dong 1énh
delete P;

s& thu hoi té bao nhé da cip phat cho bién dong *P boi toan tir new, va
ching ta s€ c6 hoan canh dugc minh hoa béi hinh 5.1h

a) int * P;
int x;

b) P=&x;

c) *P=25;
(hodac x =15;)

d) P=new int;

e) *P=8;

f) int*Q;
Q=P;

g) Q=NULL;

X
X hoac *P
> 5
x hoac *P
_+ 5
*P X
> ] 5
*P X
> R 5
*P hoac *Q x
> ] 5
*P X
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h) delete P ;

Q

Hinh 5.1. Cac thao tac voi con tro.
Cap phat mang dong

Khi chiing ta khai bdo mot mang, chang han
int A[30];
thi chuong trinh dich s& cip phat 30 té bao nh¢ lién tiép dé luu cac sb
nguyén, trudce khi chuong trinh dugc thuc hién. Mang A 1a mang tinh, vi b
nhé duge cip phat cho n6 1a ¢b dinh va ton tai trong sudt thoi gian chuong
trinh thuc hién, dong thoi A 13 con tro trd t6i thanh phan dau tién A[0] caa
mang.

Chung ta c6 thé st dung toan tir new dé cap phat ca mot mang. Sy cip
phat nay xay ra trong thoi gian thuc hién chuong trinh, va duoc goi 1a su cip
phat mang dong.

Gia su co cac khai bao sau:

int size;
double * B;
Sau do, chung ta dua vao Iénh:
size = 5;
B = new double[size]l
Khi d6, toan tir new s& cip phat mot mang dong B gém 5 té bao nhd double,
va con trd B tro toi thanh phan dau tién cia mang nay, nhu trong hinh 5.2b.

Chung ta c6 thé truy cép toi thanh phan ther 1 trong mang dong B boi
ky hiéu truyén thdng B[i], hodc *(B + i). Chang han, néu ban viét tiép

B[3]=3.14;

hoac *(B + 3) =3.14;
thi thanh phan thir 3 trong mang B s& luu 3.14, nhu duwoc minh hoa trong
hinh 5.3c. Tém lai, cac thao tac d6i v6i mang dong la gibng nhu dbi voi
mang tinh.

Mot khi mang dong khong con duoge st dung nita, chung ta co thé thu
héi bo nhé da cap phat cho nd va tra vé cho hé thong dé co thé sir dung lai
cho cac cong viée khac.

Néu ban viét

delete [ ] B;
thi mang dong B dugc thu hi tra lai cho hé thong va chung ta c6 hoan canh
nhu trong hinh 5.2d
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a) int size; size B

double * B;
b) size = 5; i 2
B = new double[size]; 5
A 4
0O 1 2 3 4
&) B[3] = 3.14: size B
(hoic *(B + 3) =3.14;) S
A 4 |
3 14
01 2 3 4
d) delete [ ] B; size 5

Hinh 5.2. Cap phat va thu hoi mang dong.
52 CAU TRUC DU LIEU DANH SACH LIEN KET

Trong muc ndy, chung ta s& trinh bay cau trac dir lieu DSLK va céc
phép toan co ban trén DSLK.

Danh sach lién két don

Danh sach lién két don, goi tat 1a danh sach lién két (DSLK) duoc tao
nén tir cac thanh phan duogc lién két v6i nhau béi cic con trd. Mdi thanh
phan trong DSLK chira mot dit liéu va mdt con tro trd t6i thanh phan tiép
theo. Chung ta s& mo ta mdi thanh phan ciia DSLK nhu mot hop gom hai
ngan: mdt ngan chtra dir 1iéu data va mot ngan chira con tré next, nhu trong
hinh 5.3a. Hinh 5.3b biéu dién mot DSLK chira dit liéu 13 cac s6 nguyén.

141



(a) Node

data next
(b) 5 » Q  — —> 3
Head
y
() |5 -—>| R -— v TP 3
Head Tail
\ 4 A
(d) 5 T R T T3

Hinh 5.3. a) Mt thanh phan ciia DSLK.
b) DSLK chira cic s6 nguyén.
¢) DSLK véi m{t con tré ngoai Head
d) DSLK véi hai con tré ngoai Head va Tail.

Chiing ta s& biéu dién mdi thanh phin ctia DSLK bdi mdt cau tric
trong C + +, cau tric nay géom hai bién thanh phan: bién data co6 ki€u Item
nao do, va bién next 1a con trd tro tdi cau trac nay.

struct Node
{
Item data ;
Node* next ;

¥

Can luu ¥ rang, trong thanh phan cudi cing cua DSLK, gia trj clia next
1a hang con tro NULL, c6 nghia 1a n6 khong tro ti dau ca va duogc biéu dién
boi dau cham.

Pé tién hanh cac xtr 1y trén DSLK, chiing ta cAn phai c¢6 kha ning truy
cap toi ting thanh phan ciia DSLK. Néu biét duoc thanh phan dau tién, “di
theo” con tro next, ta truy cip ti thanh phan thir hai, roi tir thanh phan tha
hai ta c6 thé truy cdp t6i thanh phan thir ba, ... Do d6, khi luu trit mot
DSLK, chung ta cin phai xac dinh mét con tro tro t6i thanh phan dau tién
trong DSLK, con tré nay s€ dugc goi la con trd dau Head. Nhu vay, khi lap
trinh xtr Iy DSLK véi con tré ¢au Head, ching ta can dwa vao khai bao
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Node* Head ;
Khi ma DSLK khong chira thanh phan nao ca (ta néi DSLK rdng), chung ta
ldy hang con tro NULL 1am gi4 trj ctia bién Head. Do d6, khi sir dung DSLK
voi con tré dau Head, dé khoi tao mot DSLK rong, ching ta chi can dat:
Head = NULL ;

Hinh 5.3¢ biéu dién DSLK véi con tré dau Head. Can phan biét ring,
con tro Head 1a con trdé ngoai, trong khi cac con trd next trong cac thanh
phén la cac con tré trong cia DSLK, chung lam nhiém vu “lién két” cac dit
ligu.

Trong nhiéu trudong hop, dé céac thao tac trén DSLK duoc thuén loi,
ngoai con tré dau Head ngudi ta sir dung thém mét con tré ngoai khac tro toi
thanh phan cubi ciing cua DSLK : con tré dudi Tail. Hinh 5.3d biéu dién mot
DSLK véi hai con tré ngoai Head va Tail. Trong truong hop DSLK réng, ca
hai con tré Head va Tail déu c6 gia tri 1a NULL.

Sau day chung ta s€ xét cac phép toan co ban trén DSLK. Céac phép
toan ndy 1a co s& cho nhiéu thuét toan trén DSLK. Chung ta s& nghién ctru
cac phép toan sau:

e Xen mot thanh phan méi vao DSLK.

e [oai mot thanh phén khoéi DSLK.

e Diqua DSLK (duyét DSLK).

1. Xen mot thanh phan méi vao DSLK

Gia st chung ta da c6 mdt DSLK véi mot con tré ngoai Head (hinh
5.3¢), ching ta can xen mot thanh phén moi1 chira dir 1iéu la value vao sau
(trudc) mot thanh phan duge trd téi bai con tro P (ta s& goi thanh phan nay 1a
thanh phan P).

Viéc dau tién can phai lam 13 tao ra thanh phﬁn moi dugce tro to1 boi
con tro Q, va dat dir liéu value vao thanh phﬁn nay:

Node* Q;
Q =new Node ;
Q - data = value;

Céc thao tac can tién hanh dé xen mot thanh phan méi phu thude vao
vi tri ctia thanh phan P, n6 ¢ dau hay gitta DSLK, va chiing ta can xen vao
sau hay trudc P.

Xen vao dau DSLK. Trong truong hop nay, thanh phan méi dugc xen
vao tré thanh dau cua DSLK, va do d6 gia tri cia con tro Head can phai
dugc thay doi. Trude hét ta can “moc ndi” thanh phin méi vao dau DSLK,
sau do cho con tré Head tro té1 thanh phﬁn mai, nhu dugc chi ra trong hinh
5.4a. Cac thao tac nay dugc thuc hién bdi cac 1€nh sau:

Q = next = Head;

Head = Q;
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Chung ta c6 nhan xét rang, tha tuc trén ciing dung cho truong hop
DSLK rdng, béi vi khi DSLK rdng thi gia tri cia Head 1a NULL va do do
gi4 tri clia con trd next trong thanh phan dau méi duoc xen vao ciing 1a
NULL.

Xen vao sau thanh phin P. Gia st DSLK khong r5ng va con tro P
tré tGi mot thanh phan bat ky ciia DSLK. Dé xen thanh phin méi Q vao sau
ﬂmmpMnPdmguwm1mmnmtMﬂmmewmmmgﬂwdmwn
d3 c6 san, nhu duoc chi ra trong hinh 5.4b. Trude hét ta cho con trd next cua
thanh phdn méi Q tré t6i thanh phan di sau P, sau d6 cho con troé next cua
thanh phan P tré t6i Q:

Q = next=P - next;

P = next=Q;

Cung can lwu ¥ riang, tha tuc trén van lam viée tot cho trudng hop P 1a thanh
phan cudi cung trong DSLK.

Xen vao truée thanh phan P. Gia st DSLK khong rdng, va con tré P
tré t6i thanh phan khong phai 1a dau ciia DSLK. Trong trudng hop nay, dé
xen thanh phan mai vao trude thanh phan P, chung ta can biét thanh phan di
trude P dé co thé “moéc ndi” thanh phan méi vao trude P. Gia st thanh phan
nay duoc trd t6i bai con tré Pre. Khi d6 viéc xen thanh phin méi vao trude
thanh phan P twong dwong v6i viée xen nd vao sau thanh phan Pre, xem hinh
5.4c¢. Tuc 1a can thuc hién cac 1énh sau:

Q =2 next = P; (hodc Q = next = Pre 2 next)

Pre = next=Q;

Head

PRVA
/S

(a) value
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(b)

—»| value

Pre P

Sl

X
|
!

(C) e o—P

> value

Hinh 5.4. a) Xen vao dau DSLK.
b) Xen vao sau thanh phén P.
¢) Xen vao trwéc thanh phan P.

2. Loai mét thanh phan khéi DSLK

Chung ta can loai khoi DSLK mét thanh phan dugc tré téi boi con tro
P. Ciing nhu phép toan xen vao, khi loai mot thanh phan khoi DSLK, can
quan tAm t&i n6 nam & dau trong DSLK. Néu thanh phan can loai ¢ gitra
DSLK thi gia tri ctia con tré ngoai Head khong thay d6i, nhung néu ta loai
dau DSLK thi thanh phan tiép theo tré thanh dau cia DSLK, va do d6 gia tri
ctia con tro Head can thay dbi thich tng.

Loai diu DSLK. D¢ 1a truong hop P tro toi ddu DSLK. Dé loai dau

DSLK, ta chi can cho con tro Head tro téi thanh phan tiép theo (xem hinh
5.5a). Véi thao tdc d6 thanh phan dau thyc sy da bi loai khéi DSLK, song nd
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van con ton tai trong bd nhé. S& 1a lang phi bd nhd, néu dé nguyén nhu thé,
vi vay ching ta can thu hdi bo nhd cua thanh phan bi loai tra vé cho hé
théng. Nhu vay viéc loai thanh phﬁn dau DSLK dugc thuc hién boi cac 1énh
sau:

Head = Head = next;

delete P;

Loai thanh phan khéng phai ddu DSLK. Trong truong hop nay dé
“thao g&” thanh phan P khoi “ddy chuyén”, chung ta cAn méc ndi thanh phan
di trudc P voi thanh phan di sau P (xem hinh 5.5b). Gia st thanh phan di
trude thanh phan P dugc tro tdi boi con trd Pre. Chung ta can cho con trd
next cta thanh phan di trudc P tro ti thanh phan di sau P, sau d6 thu hoi bo
nh¢ cua thanh phﬁn bi loai. Do d6 thu tuc loai thanh phﬁn P 1a nhu sau:

Pre = next =P - next;

delete P;

Thii tuc loai trén ciing dung cho trudng hop P 14 thanh phan cudi cung
trong DSLK.

\%‘
A 4

> —p ..
A
P
(a)
Pre P
A\ 4 A\ 4
—> >/ > > —1—>
A
(b)

Hinh 5.5. (a) Loai diu DSLK.
(b) Loai thanh phan P

3. Pi qua DSLK (Duyét DSLK)
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Gia su réng, ban déd c6 mot DSLK, di qua DSLK c¢6 nghia la truy cap
toi ting thanh phan cua DSLK bat dau tir thanh phan dau tién dén thanh
phan cudi cung va tién hanh cac xu ly can thiét voi mdi thanh phan cua
DSLK. Chiing ta thuong xuyén can dén duyét DSLK, chang han ban mudn
biét mot dir lidu c6 chtra trong DSLK khong, hodc ban mubn in ra tt ca cac
dix li€u co6 trong DSLK.

Giai phap cho van dé dit ra 13, ching ta sir dung mot con tro cur tro toi
thanh phan hién thoi (thanh phan dang xem xét) cia DSLK. Ban dau con tro
cur tré toi thanh phan dau tién ciia DSLK, cur = Head, sau d6 ta cho no lan
luot tro t6i cac thanh phan caa DSLK, bang cach gan cur = cur = next, cho
td1 khi cur chay qua toan b DSLK, tuc 1a cur == NULL.

Luoc do duyét DSLK dugc mo ta bdi vong 1ap sau:

Node* cur ;

for (cur = Head; cur ! = NULL; cur = cur = next)

{ cac xu 1y véi dir liéu trong thanh phan dugc tré boi cur}

Vi du. B¢ in ra tit ca cac dir liéu trong DSLK, ban c6 thé viét

for (cur = Head; cur ! = NULL; cur = cur = next)

cout << cur —> data << endl;

C6 nhiing xtr 1y trén DSLK ma dé cac thao tac duoc thuc hién d&
dang, khi duyét DSLK nguoi ta st dung hai con tré “chay” trén DSLK céach
nhau mdt budc, con tro cur tré td1 thanh phﬁn hién thoi, con tro pre trd toi
thanh phan dtng trudc thanh phan hién thoi, tire 13 cur = = pre > next. Ban
dau cur tré toi ddu DSLK, cur = Head con pre = NULL. Sau d6 mdi lan
ching ta cho hai con tré tién 1én mot budc, tic 1a dat pre = cur va cur = cur
—> next.

Duyét DSLK véi hai con tro cur va pre 1a rat thuan tién cho nhiing
truong hop ma cac xtr Iy v6i thanh phan hién thoi lién quan t6i thanh phan
dimg trudc no, chéng han khi ban mudn xen mot thanh phﬁn mai vao trudc
thanh phan hién thoi, hodc ban muén loai bé thanh phan hién thoi.

Chung ta c6 thé biéu dién luge d6 duyét DSLK st dung hai con trd
boi vong 1ap sau:

Node* cur=Head ;
Node* pre=NULL;
while (cur! = NULL)

{
Cac xu ly vai thanh phan dugce trd boi cur;
pre = cur;
cur = cur —> next;

b

Vi du. Gia st ban muodn loai khoi DSLK tat ca cac thanh phan chira
du li¢u 1a value. B¢€ thuc hién dugc di€u do, chung ta di qua DSLK voi hai
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con tro. Khi thanh phﬁn hién thoi chira dir liéu value, chung ta loai nd khoi
DSLK, nhung trong truong hop nay chi cho con tré cur tién 1én mot budc,
con con trd Pre duing nguyén, va thu hdi bd nhé cua thanh phan bi loai.
Chung ta ciing can cht ¥ dén thanh phan can loai 1a dau hay ¢ gitta DSLK dé
¢ cac hanh dong thich hop. Khi thanh phan hién thoi khong chua dir lidu
value, chung ta cho ¢4 hai con tré cur va Pre tién 1én mot bude. Thuat toan
loai khoi DSLK tit ca cac thanh phan chira dit liéu value 13 nhu sau:

Node* P;

Node* cur = Head;

Node* pre=NULL;

while (cur ! = NULL)

{
if (cur = data == value)
if (cur == Head)

{
Head = Head - next;
P = cur;
cur = cur - next;
delete P;
f
else {
pre = next = cur = next;
P = cur;
cur = cur - next;
delete P;
h
else {
pre = cur;
cur = cur = next;
i

} // hét while
5.3 CAC DANG DSLK KHAC.

DSLK ma chung ta di xét trong muc 5.2 1a DSLK don, mdi thanh
phan ctia nd chtra mot con tré tré téi thanh phan di sau, thanh phan cudi cung
chtra con trd NULL. Trong muc ndy chung ta s& trinh bay mot s6 dang
DSLK khéac: DSLK vong tron, DSLK c6 dau gia, DSLK kép. Va nhu vay,
trong mét ung dung khi can sir dung DSLK, ban sé& co nhiéu cach lua chon,
ban can chon dang DSLK nao phu hop véi ing dung cta minh.

5.3.1 DSLK vong tron
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Gia str trong chuong trinh ban sir dung mot DSLK don (hinh 5.3¢) dé
luu cac dir liéu. Trong chuong trinh ngoai cac thao tac xen vao dir liéu moi
va loai bo cac dir liéu khong can thiét, gia st ban thudng xuyén phai xur ly
cac dur licu theo trat tw da luu trong DSLK tur dir liéu ¢ thanh phan dau tién
trong DSLK dén dit liéu ¢ thanh phan sau cuing, r0i quay lai thanh phan dau
tién va tiép tuc. Tir mot thanh phan, di theo con tro next, chung ta truy cap
toi dir liéu ¢ thanh phan tiép theo, song toi thanh phan cudi cung chung ta
phai can dén con tré6 Head méi truy cép toi dit liéu ¢ thanh phan dau. Trong
hoan canh nay, s€ thudn tién hon cho 14p trinh, néu trong thanh phﬁn cudi
cung, ta cho con trd next tro toi thanh phan dau tién trong DSLK dé tao
thanh mgt DSLK vong tron, nhu dugc minh hoa trong hinh 5.6a.

Head

Tail

!
l

......

(b)

Hinh 5.6. DSLK vong tron.

Trong DSLK vong tron, moi thanh phan déu binh dang, tir mot thanh
phan bat ky chiing ta c6 thé di qua toan b danh sach. Con tré ngoai (c6 no ta
moi truy cdp duoc DSLK) c6 thé tro téi mot thanh phan bat ky trong DSLK
vong tron. Tuy nhién dé thuan tién cho cac xir 1y, ching ta van tach biét ra
mot thanh phan dAu tién va thanh phan cudi cing nhu trong DSLK don. Néu
chung ta st dung con tré ngoai tré tdi thanh phan dau tién nhu trong hinh
5.6a, thi dé truy cap t&i thanh phan cuéi cung chung ta khong cé cach nao
khac la phai di qua danh sach. Song néu chung ta str dung mot con tré ngoai
Tail tr6 t6i thanh phan cudi cung nhu hinh 5.6b, thi ching ta c6 thé truy cap
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ti ca thanh phan cudi va thanh phan dau tién, boi vi con tro Tail > next tro
t6i thanh phan dau tién. Do d6, sau nay khi néi téi DSLK vong tron ta can
hiéu 1a DSLK vong tron vai con tré ngoai Tail tro tdi thanh phan cudi cung,
nhu trong hinh 5.6b. Khi DSLK vong tron rong, gia tri cia con tro Tail 12
NULL.

V&1 DSLK vong tron, khi thuc hién céc thao tac xen, loai trong cac
hoan canh dic biét, ban can luu v dé khoi méc sai sot. Chéng han, tir DSLK
vong tron rong, khi xen vao mot thanh phan méi duoc tré toi boi con tré Q,
ban can viét:

Tail=Q;

Tail = next = Tail;

Thém vao dong 1énh Tail = next = Tail dé tao thanh vong tron.

Ban ciing can cha ¥ dén phép toan duyét DSLK. Véi DSLK don, ta
cho con tro cur chay trén DSLK bit dau tir cur = Head, r6i thi gia tri cua con
tré cur thay d6i boi cur = cur = next cho t6i khi cur ¢6 gia tri NULL. Nhung
v6i DSLK vong tron, gia tri ctia con tro next trong cc thanh phan khong bao
gid 1a NULL, do d6 diéu kién két thuc vong 1dp can phai thay doi, chang han
nhu sau:

if (Tail ! = NULL)
{
Node* first = Tail = next;
Node* cur = first;
do {
cac xtr 1y v6i dit liéu trong thanh phan dugc tro béi cur;
cur = cur - next;

}

while (cur ! = first) ;

}

5.3.2 DSLK c6 dau gia

Trong DSLK don, khi thuc hién phép toan xen, loai ban can phai xét
riéng truong hop xen thanh phan moi vao dau DSLK va loai thanh phan &
dau DSLK. Pé tranh phai phan biét cic truong hop dic biét ndy, ngudi ta
dua vao DSLK mot thanh phén dugc goi 1a dau gia. Chéng han, DSLK don
trong hinh 5.3¢, néu dua vao dau gia ching ta c6 DSLK nhu trong hinh 5.7a.
Can chu v rang, trong DSLK c¢6 dau gia, cac thanh phan thuc su ctia danh
sach bat dau tir thanh phan thir hai, tic 13 dugc tré boi Head = next. DSLK
c6 dau gia khong bao gio rdng, vi it nhat n6 cling chira dau gia.

Khi di qua DSLK c¢6 dau gia str dung hai con tro: con trd trudc Pre va
con tro hién thdi cur, thi ban dau Pre = Head va cur = Head - next. Dé loai
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thanh phan dugc tro boi cur ta khong can luu y thanh phan d6 c6 la dau
DSLK khong, trong moi hoan canh, ta chi can dat:
Pre = next = cur = next;

Head
A\ 4
%/ N L N
dau gia
(a)
Head
A\ 4
4 |12 |3 J 7 S 12 9 o 3
dau gia
(b)

Hinh 5.7. (a) DSLK c6 dau gié
(b) DSLK véi dau gia luu thong tin

Poi khi, nguoi ta st dung dau gia dé luu mot sd thong tin vé danh
sach, chéng han nhu d¢ dai, gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat trong danh sach,
nhu trong hinh 5.7b. Nhung khi d6, dau gia c6 thé co kiéu khac véi cac
thanh phan thue sy cia DSLK. Va do d6 cac phép toan xen, loai van can cac
thao tac riéng cho cac truong hop xen mot thanh phan méi vao d¢au DSLK va
loai thanh phan dau caa DSLK.

53.3 DSLK kép

Trong DSLK don, gid sir ban can loai mot thanh phén duoc dinh vi
boi con tré P, ban can phai biét thanh phan dung trude, néu khong biét ban
khong c6 cach nao khac 13 phai di tir ddu DSLK. Mot hoan canh khac, cac
xtr 1y v6i dit liéu trong mot thanh phan lai lién quan téi cac dit liéu trong
thanh phan di sau va ca thanh phan di trudc. Trong cac hoan canh nhu thé,
dé thuan loi ngudi ta thém vao mdi thanh phﬁn cua DSLK mdt con tré moi:
con trd trude precede, no tro téi thanh phan dung trude. Va khi dé ta co mot
DSLK kép, nhu trong hinh 5.8a. Mdi thanh phan ciia DSLK kép chira mot
dir liéu va hai con tré: con tro next trd toi thanh phan di sau, con tro precede
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tré t6i thanh phan di trude. Gia tri ctia con tré precede ¢ thanh phan dau tién
va gia tri cua con tré next ¢ thanh phan sau cung 1a hang NULL.

°
Head
A\ 4
[ > ° > [ >
5 < ° 3 < o 8 < ™ 4
(a)
Head
™
A\ 4 A\ 4
——> o> ° > o> °
® / < ® S <« ® 3 < ® 8 < ® 4
A
(b)
Head

(c)

Hinh 5.8. (a) DSLK kép. .
(b) DSLK kép vong tron c6 dau gia.
(c) DSLK kép rong vong tron véi dau gia.

Pé thuén tién cho viéc thuc hién céc phép toan xen, loai trén DSLK
kep, nguoi ta thuong sir dung DSLK kép vong tron c6 dz‘lu gid nhu dugc
minh hoa trong hinh 5.8b. Can luu ¥ rang mot DSLK kép réng vong tron voi
dau gia s& c6 dang nhu trong hinh 5.8c. Ban c6 thé khoi tao ra nd bdi cac
dong I¢énh:

Head = new Node;

Head = next = Head;

Head = precede = Head;
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Véi DSLK kép vong tron co dau gia, ban c6 thé thuc hién céac phep
toan xen, loai ma khong can quan tam t6i vi tri dac biét. Xen, loai ¢ vi tri dau
tién hay cudi cung clng gidng nhu & vi tri bat ky khac.

Gia st ban can loai thanh phan dugc trd boi con tré P, ban chi can tién
hanh céac thao tdc dugc chi ra trong hinh 5.9a, tuc la:

1. Cho con tré next cia thanh phan di trudc P tro t&i thanh phan
di sau P.
2. Cho con tro precede cua thanh phan di sau P tro téi thanh

phan di trudc P.
Céc thao tac trén dugc thuc hién bdi cac dong 1€nh sau:
P = precede - next=P - next;
P = next 2 precede = P - precede;

Nk

A 4 A 4

® > ° > ——»
<+—® < 9 < L J
A
(a)
P
AV
. /\ P .__>
<o < o
A A
> [
L J <
Q
(b)

Hinh 5.9. (a) Loai khoi DSLK kép thanh phan P. .
(b) Xen thanh phan Q vao trwéc thanh phan P.
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Chung ta c6 thé xen vao DSLK kép mdt thanh phan méi duoc tré boi
con trd Q vao trudc thanh phan duge tré boi con tré P bang cac thao tac
duoc chi ra trong hinh 5.9b

1. Dit con tré next cta thanh phan méi tro téi thanh phan P.

2. Dit con tré precede ciia thanh phan méi tré toi thanh phan di trudce

P.
3. Pit con tro next cua thanh phan di trude P tro toi thanh phan méi.
4. Pat con tro precede ctia thanh phan P tré téi thanh phan moi.
Cac dong Iénh sau thyc hién cac hanh dong trén:

Q 2 next=P;
Q - precede =P - precede;
P = precede - next=Q;
P - precede =Q;

Viéc xen mot thanh phan méi vao sau mot thanh phan da dinh vi trong
DSLK kép cling dugc thuc hi¢n tuong tu.

54 CAIPAT DANH SACH BOI DSLK

Trong chuong 4, chung ta da nghién ctru phuong phap cai dat KDLTT
danh sach b&i mang, tic 1a mot danh sach (ay, a,, ..., a,) s€ dugc luu & doan
dau ctia mang. Muc nay s& trinh bay mot cach cai dat khac: cai dat boi
DSLK, cac phﬁn tir cua danh sach s& duoc 1an lugt duoc luu trong cac thanh
phan ctia DSLK. Bé cho phép toan Append (thém mot phan tir méi vao dudi
danh sach) duoc thuc hién dé dang, ching ta c6 thé su dung DSLK vo61 hai
con tro ngoai Head va Tail (hinh 5.10a) hoac DSLK vong tron véi mot con
tré ngoai Tail (hinh 5.10b). Néu lwa chon cach thr hai, tic 13 cai dit danh
sach béi DSLK vong tron, thi chi can mot con trd ngoai Tail, ta co thé truy
cap t6i ca dudi va dau (boi Tail > next) va thuan tién cho cac xir Iy mang
tinh “lan luot ting thanh phan va quay vong” trén danh sach. Sau day chung
ta s€ cai dat danh sadch bo1 DSLK véi hai con tréd ngoai Head va Tail nhu
trong hinh 5.10a. Vi¢c cai dat danh sach béi DSLK vong tron voi mét con
tré ngoai Tail (hinh 5.10b) dé lai cho ddc gia xem nhu bai tap.
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Head Tail

a » a, —T>...... — a,
(a)
Tail
A 4
a M a ... 7 a, o
A
(b)

Hinh 5.10. Cai dat danh sach (a,, a,, ... , a,) bé¢i DSLK

Can luu v rﬁng, néu cai dat DSLK chi véi mot con tro ngoai Head, thi
khi can xen vao dudi danh sach chung ta phai di tir dau lan luot qua cic
thanh phan méi dat t6i thanh phan cudi cung.

Chung ta s€ cai dat KDLTT danh sach bdi 16p khudn phu thudc tham
bién kiéu Item, v6i Item 13 kiéu cua cac phan tir trong danh sach (nhu chung
ta da lam trong cac muc 4.2, 4.3). Danh sach sé dugc cai dat boi ba 16p: 16p
cac thanh phan cua DSLK (duoc dit tén 1a 16p LNode), 16p danh sach lién
két (16p LList) va 16p cong cu lip (16p LListlterator). Sau ddy chung ta sé
1an luot mé ta ba 16p ndy.

Lép LNode s¢ chtra hai thanh phﬁn dit liéu: bién data dé luu dit lidu
c6 kiéu Item va con tré next tré téi thanh phan di sau. Lop nay chi chira mot
ham kién tao dé tao ra mot thanh phan cua DSLK chira dit liéu value, va gia
trj ctia con troé next 1a NULL. Moi thanh phan cua 16p nay déu 1a private.
Tuy nhién, cic 16p LList va LListIterator can c6 kha ning truy cap truc tiép
dén cac thanh phan cua 16p LNode. Do d6, chiing ta khai bao céc 16p LList
va LListlterator 1a ban cua 16p nay. Pinh nghia 16p LNode dugc cho trong
hinh 5.11.

template <class [tem>
class LList; // khai bdo trude 16p LList.
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template <class [tem>
class LListlterator ; // khai bao trudc.

template <class Item>
class LNode

{

LNode (const Item & value)

{ data = value ; next=NULL ; }
Item data ;

LNode * next;

friend class LList<Item> ;

friend class LListlterator<Item> ;

Hinh 5.11. Lép LNode.

Lép LList. Lop nay chia ba thanh phan dir liéu: con tré Head tro téi

dau DSLK, con tré Tail tré téi dudi cia DSLK, bién length luu do dai ctua
danh sach. Lop LList chita cac ham thanh phan ciing giong nhu trong 16p
Dlist (xem hinh 4.3) véi mot vai thay d6i nho. Ching ta cung khai bao 1op
LListlIterator 13 ban cta LList, dé nd c6 thé truy cap truc tiép téi cac thanh
phan dit liéu ctia 16p LList. Pinh nghia 13 LList duoc cho trong hinh 5.12.

template <class Item>
class LListlterator ;

template <class [tem>
class LList

{

friend class LListlterator <Item> ;
public :

LList( ) // khoi tao danh sach rong

{ Head = NULL; Tail = NULL ; length=0; }
LList (const LList & L) ; // Ham kién tao copy
~ LList( ) ;// Ham huy

LList & operator = (const LList & L); // Toan tur gan.

bool Empty( ) const

{ return length==0; }

int Length( ) const

{ return length ; }

void Insert(const Item & x, int 1);

// xen phan tir x vao vi tri thi i trong danh sach.
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void Append(const Item & x);
// xen phan tr x vao dudi danh sach.
void Delete(int 1);
// loai phan tir & vi tri thit i trong danh sach.
Item & Element(int i);
// tra vé phan tir & vi tri th i trong danh séach.
private :
LNode <Item> * Head ;
LNode <Item> * Tail ;
int length ;
5

Hinh 5.12. Dinh nghia 16p LList.

Bay gio chiing ta xét su cai dat cac ham thanh phan cua 16p LList. Lop
LList chira cac thanh phan dir liéu dugc cip phat dong, vi vdy trong 16p nay,
ngoai ham kién tao mic dinh khéi tao ra danh sach rong, dugc cai dit inline,
chung ta can phai dua vao ham kién tao copy, ham huy va toan tir gan. Sau
day chiing ta xét 1an luot cac ham nay.

Ham kién tao copy. Ham nay thuc hién nhi€ém vu tao ra mot DSLK
mai1 voi cac con trd ngoai Head va Tail chura cac dit liéu nhu trong DSLK da
cho véi con tré ngoai L.Head va L.Tail. Néu DSLK di cho khong rong, dau
tién ta tao ra DSLK méi gdbm mét thanh phan chira dit liéu nhu trong thanh
phan dau tién cia DSLK di cho, roi sau d6 1an luot xen vao DSLK méi cac
thanh phan chta dir liéu nhu trong cac thanh phan tiép theo cia DSLK da
cho. C6 thé cai dat ham kién tao copy nhu sau:

LList <Item> :: LList(const LList<Item> & L)
{
if (L.Empty( ))
{ Head = Tail = NULL ; length=0; }

else {
Head = new LNode <Item> (L.Head - data);
Tail = Head ;

LNode <Item> * P ;

for (P =L.Head - next; P! = NULL ; P =P - next)
Append (P = data) ;

length = L.length ;

b
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Ham huy. Him nay can thu hoi tit ca bd nhé da cip phat cho céac
thanh phan ctia DSLK tra vé cho hé théng va dit con tré Head va Tail 1a
NULL. Muén vay, chiing ta thu hdi timg thanh phan ké tir thanh phan dau
tién ciia DSLK. Ham huy duoc cai dat nhu sau:

LList <Item> :: ~ LList( )

{
if (Head | = NULL)

{
LNode <Item> * P ;
while (Head ! = NULL)
{
P =Head ;
Head = Head -2 next ;
delete P;
]
Tail = NULL ;
length=0;
}
}

Toan tir gan. Nhiém vu cua toan tir gdn nhu sau: ta c6 mot doi tuong
(duogc tro béi con tré this) chira DSLK véi céc con tro ngoai Head va Tail va
mot doi tugng khac L chira DSLK vdi cac con tro ngoai L.Head va L.Tail,
phép gan can phai lam cho d6i tugng *this chira DSLK 13 ban sao cua DSLK
trong dbi tuong L. Dé thuc hién duoc dleu d6, du tién chung ta can lam cho
DSLK trong ddi twong *this trd thanh rong (voi cac hanh dong nhu trong
ham huy), sau do6 copy DSLK trong d6i tuong L (giébng nhu ham kién tao
copy). Ham operator = tra vé d6i twong *this. Cai dat cu thé ham toan tir gan
dé lai cho doc gia, xem nhu bai tap.

Sau day chung ta cai dat cac ham thuc hién cac phép toan trén danh
sach.

Ham Append (xen mot phan tir méi x vao dudi danh sach). Ham nay
rat don gian, chi can sur dung thao tac xen mot thanh phan méi chura dir li€u x
vao duoir DSLK

void LList <Item> :: Append (const Item & x)
{

LNode <Item> * Q =new LNode <Item> (x) ;

if (Empty( ))
{Head =Tail=Q ; }
else {
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Tail 2 next=Q ;
Taill=Q;
J

length + + ;

}

Céac ham xen phan tir x vao vi tri thir i trong danh sach, loai phan tir &
vi tri thir i khoi danh sach va tim phan tir & vi tri thir i cua danh sach déu c6
mot diém chung 1a can phai dinh vi dugc thanh phén cua DSLK chtra ph?m
tir thtr i ctia danh sach. Ching ta s& st dung con tré P chay trén DSLK bat
dau tir dau, di theo con tro next trong cac thanh phﬁn ctia DSLK, dén vi tri
mong mudn thi dimg lai. Mot khi con trd P tré téi thanh phan cua DSLK
chira phﬁn tir thir 1 — 1 cua danh sach, thi viéc xen vao vi tri thir 1 cua danh
sach phan tir moi x tuong duong véi viéc xen vao DSLK mét thanh phan
moi chira dir liéu x sau thanh phﬁn duoc tré boi con tro P. Viéce loai khoi
danh sach phan tir ¢ vi tri thir i c6 nghia 14 loai khéi DSLK thanh phan di sau
thanh phﬁn duoc tro boi P. Cac ham xen va loai dugc cai dat nhu sau:
Ham Insert

template <class Item>
void LList<Item> :: Insert(const Item & X, int 1)
{

assert (1>=1 && 1 <=length);

LNode <Item> * Q = new LNode<Item> (x) ;

if i==1) //xen vao dau DSLK.

{
Q > next = Head ;
Head=Q;
b
else {

LNode <Item> * P = Head ;
for (intk=1;k<i-1;k++)

P=P - next;
Q = next=P - next;
P2 next=Q;
}
length + + ;
}
Ham Delete

template <class [tem>
void LList <Item> :: Delete (int 1)
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assert (1>=1 && 1 <=length) ;
LNode<Item> * P ;
If (k==1) //Loai ddu DSLK
{

P =Head ;

Head = Head - next;

Delete P ;

if (Head == NULL) Tail = NULL ;

else {
P =Head ;
for(intk=q;k<i-1;k++)

P =P - next;
LNode <Item> * Q ;
Q=P = next;
P 2next =Q - next;
delete Q;
if (P =2 next==NULL) Tail=P
b
length - - ;
b

Ham tim phan tir & vi tri thir i

template <class Item>
Item & LList <Item> :: Element(int 1)
{

assert (1>=1 && 1 <= length) ;

LNode <Item> * P = Head;

for (intk=1;k<i;k++)

P =P - next;
return P - data;

}

Bay gio chung ta cai dat 16p cong cu lap LListlterator. Lop nay chira
cac ham thanh phan gidng nhu cic ham thanh phan trong 16p Dlistlterator
(xem hinh 4.4). Lép LListIterator chita mot con tro hang LlistPtr tro téi doi
tugng cta 10p LList, ngoai ra dé cho cac phép toan lién quan téi duyét DSLK
dugc thuc hi¢n thuan tién, ching ta dua vao 16p LListlterator hai bién con
trd: con trd current tro toi thanh phan hién thoi, con tro pre tré téi thanh phan
dung trudc thanh phan hién thoi trong DSLK thudc ddi twong ma con tro
LListPtr tr6 to1. Pinh nghia 16p LListlterator dugc cho trong hinh 5.12.
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template <class Item>
class  LListlterator
{
public :
LListlterator (const LList<Item> & L) // Ham kién tao.
{ LListPtr = & L; current = NULL ; pre = NULL; }
void Start( )
{ current = LListPtr >Head; pre = NULL: }
void Advance( )
{ assert (current ! = NULL); pre = current; current =
current = next; }
bool Valid( )
{return current ! = NULL; }
Item & Current( )
{ assert (current! = NULL); return current - data; }
void Add(const Item & x);
void Remove( );
private :
const LList<Item> * LlistPtr;
LNode<Item> * current;
LNode<Item> * pre ;

Hinh 5.12. L6p cong cu lap LListlterator.

Céac ham thanh phan cua 16p LListIterator déu rat don gian va duoc cai

dat inline, trr ra hai ham Add va Remove. Cai dat hai ham nay cling chang
c6 gi kho khan ca, chung ta chi can st dung cac phép todn xen, loai trén
DSLK da trinh bay trong muc 5.2.1. Cac ham nay duogc cai dat nhu sau:

Ham Add

template <class [tem>
void LListlterator<Item> :: Add (const Item & x)
{
assert (current ! = NULL);
LNode <Item> * Q = new LNode<Item> (x);
if (current == LListPtr > Head)
{
Q - next = LListPtr = Head;
LListPtr >Head = Q;
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pre = Q;

§

else {
Q —2next = current;
pre = next =Q;
pre=Q;

}
LListPtr = length + +;

}

Ham Remove

template <class Item>
void LListlterator<Item> :: Remove( )
{

assert (current ! = NULL);

if (current == LListPtr > Head)

{
LListPtr 2 Head = current 2 next;
delete current ;
current = LListPtr > Head ;
if (LListPtr >Head == NULL)
LListPtr - Tail = NULL;
}
else {
pre = next = current = next;
delete current;
current = pre = next;
if (current == NULL)
LListPtr > Tail = pre;
§
LListPtr 2length - - ;
H

5.5 SO SANH HAI PHUONG PHAP CAI PAT DANH SACH

Mot KDLTT c6 thé cai dit boi cac phuong phap khac nhau. Trong
chuong 4, ching ta da nghién ctru cach cai dat KDLTT danh sach boi mang
(mang tinh hodc mang dong). Muc 5.4 da trinh bay cach cai dit danh sach
boi DSLK. Trong muc ndy ching ta s& phan tich danh gia wu khuyét diém
cia mdi phuong phap. Dua vao su phan tich nay, ban co thé dua ra quyét
dinh lya chon céch cai dat nao cho phu hop vé1 ing dung ctia minh.
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Cai dat danh sach boi mang 1a cach lua chon ty nhién hop 1y: cac phan
tir cia danh sach 1an luot dugc luu trong cac thanh phan lién tiép ctia mang,
ké tir dau mang. Gia su ban cai dat danh sach bdi mang tinh c¢6 ¢d 1a MAX.
Néu MAX 14 s6 rat 16n, khi danh sach con it phan tir, thi ca mot khong gian
nh¢ rong 16n trong mang khong sir dung dén, va do d6 sé& ling phi b nho.
Khi danh sach phat trién, t&i mot lac nao do nd cé thé co sd phﬁn tor vuot qua
c& ctia mang. Do 14 han ché co ban ciia cach cai dat danh sach boi mang tinh.
Bay gio gia st ban luu danh sach trong mang dong. M&i khi mang day, ban
c6 thé cap phat mot mang dong moi co ¢§ gap doi mang dong ci. Nhung khi
d6 ban lai phai mat thoi gian dé sao chép dir liéu tir mang cll sang mang moi.
Sy lang phi bo nhd van xay ra khi ma danh sach thi ngan ma ¢ mang thi
16m.

Trong cach cai dit danh sach bai DSLK, cac phan tir cua danh sach
duogc luu trong céc thanh phan ciia DSLK, cac thanh phan nay dugc cap phat
dong. DSLK c6 thé moc ndi thém céac thanh phﬁn mai hoac loai bé cac thanh
phan tra vé cho hé théng mdi khi can thiét. Do d6 cai dat danh sach boi
DSLK s& tiét kiém duoc bo nhé.

Mot vu diém cia cai dit danh sach boi méang 13 ta c6 thé truy cap truc
tiép t6i moi phan tir ctia danh sach. Néu ta cai dat danh sach boi mang A, thi
phan tir thtr i trong danh sach dugc luu trong thanh phan A[i - 1] ctia mang,
do d6 thoi gian truy cp t6i phan tir bat ky cta danh sach 13 O(1). Vi vy thoi
gian cua phép toan tim phan tir thir i trong danh sach Element(i) 1a O(1), véi
i bat ky.

Song néu ching ta sir dung DSLK dé cai dit danh sach, thi ching ta
khong co cach nao truy cép truc tiép téi thanh phan cuia DSLK chira phan ti
thr i ctia danh sach. Chung ta phai sir dung con trd P chay trén DSLK bat
dau tir dau, 1an luot qua cac thanh phan ké tiép dé dat t6i thanh phan chira
phan tir tht i cua danh sach. Do vay, thoi gian dé thyc hién phép toan tim
phan tir thir i cia danh sach khi danh sach duogc cai dit boi DSLK 1a phu
thudc vao i va 1a O(i).

Néu danh sach duoc cai dat boi mang A, thi dé xen mot phﬁn tir moi
vao vi tri thir 1 trong danh sach (hodc loai khéi danh sach phén tr & vi tri thur
i), chung ta phai “day” cac phan tir ciia danh sach chta trong cac thanh phan
cia mang ké tir A[i] ra phia sau mot vi tri (hodc ddy 1én trudc mot vi tri cac
phan tir chtra trong cc thanh phan ké tir A[i + 1]). Do d6, cac phép toan
Insert(x,1) va Delete(i) doi hoi thoi gian O(n — 1), trong dé n 1a d§ dai cua
danh sach.

Mit khac, néu cai dat danh sach boi DSLK thi dé thuc hién phép toan
xen, loai & vi tri thir 1 cia danh sach, ching ta lai phai mat thoi gian dé dinh
vi thanh phan ctia DSLK chtra phan tir thir i cia danh sach (bang cach cho
con tré P chay tir dau DSLK). Do d0, thoi gian thuc hién cac phép toan xen,
loai 1a O(1).
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Thoi gian thuc hién céc phép toadn danh sach trong hai cach cai dat boi
mang va bdi DSLK dugce cho trong bang sau, trong bang nay n la do dai cua
danh sach.

Phép todn Danh sach cai dat béi mang | Danh sach cai dat béi DSLK
Insert (x, 1) O(n—1) O(1)
Delete (1) O(n-1) O(1)
Append (x) O(1) O(1)
Element (1) O(1) O(1)
Add (x) O(n) O(1)
Remove () O(n) O(1)
Current () O(1) O(1)

5.6 CAIDAT TAP PONG BOI DSLK

Trong muc 4.4, ching ta da nghién ctru phuong phép cai dat tap dong
boi mang. O d6 16p tap dong DSet di duoc cai dit bang cach st dung 16p
danh sach dong Dlist nhu 16p co so private. Puong nhién chung ta cling c6
thé sir dung 16p danh sach lién két LList nhu 16p co s private dé cai dit 16p
DSet. Song cai dit nhu thé thi phép toan tim kiém trén tip dong s& doi hoi
thoi gian khong phai 1a O(n) nhu khi sir dung 16p DList. Him tim kiém tuan
tu trong 16p DSet st dung 16p co s DList (xem muc 4.4) chira dong 1énh:

for (inti=1; 1 <=length( );1++)

if (Element (i). key ==k) return true;

Trong 16p DList, thoi gian cua phép toan Element(i) 1a O(1) v6i moi i,
do d6 thoi gian ctia phép toan tim kiém 1a O(n), v6i n 1a d6 dai cua danh
sach. Tuy nhién trong 16p LList, thoi gian cua Element(i) 1a O(1), do d6 thoi
gian cua phép toan tim kiém trén tap dong néu ching ta cai dit 16p DSet
bang cach st dung 16p LList lam 16p co so private s€ la O(n?).

Mot cach tlep can khac dé cai dat tdp dong bo1 DSLK 1a ching ta biéu
dién tap dong boi mot List véi List 1a mot d6i twong cta 16p LList. Lép DSet
s€ chira mét thanh phﬁn dir 1i€u 1a List.

Ciing nhu trong muc 4.4, ching ta gia thiét rang tap dong chua cac dit
lidu co kiéu Item, va Item 1a mot cau trac chira mot thanh phan 1a khoa (key)
v6i kiéu 1a keyType. Lop DSet duoc dinh nghia nhu sau:

template <class Item>
class DSet
{
public:
void Dsetlnsert (const Item & x);
void DsetDelete (keyType k) ;
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bool Search (keyType k) const ;
[tem & Max( ) const ;
[tem & Min( ) const ;
private :
LList <Item> List;

55

Chu y ring, 16p DSet ¢ cac ham sau ddy duoc tu dong thira hudng tir
16p LList:
e Ham kién tao mic dinh ty dong (ham kién tao copy tu dong), né
kich hoat ham kién tao mic dinh (ham copy, tuong tmg) cta 16p
LList dé khai tao ddi twong List.
e Toan tr gan tu dong, nod kich hoat toan tir gan ctia 16p LList.
e Ham huy ty dong, no kich hoat ham huy cua l6p LList.
Cac phép toan tap dong s€ duoc cai dat bang cach sir dung cac phep
toan bd cong cu lip dé duyét DSLK List. Chang han, ham tim kiém dugc cai
dat nhu sau:

template <class Item>
bool DSet<Item> :: Search(keyType k)
{
LListIterator<Item> It<List>; // Khoi tao It 1a d6i twong cia 16p
// cong cu lap, It gan véi List.
for (It.Start( ) ; It.Valid( ); It. Advance( ))
if (It.Current( ).key = =k)
return true;
return false;

}

Ham loai khéi tap dong dix ‘liéu voi khod k duogc cai dat tuong tu:
duyét DSLK List, khi gap dir liéu can loai thi st dung ham Remove( ) trong
b0 cong cu lap.

template <class Item>
void DSet<Item> :: DsetDelete (keyType k)
{
LListlterator<Item> It(List);
for (It.Start( ); It.Valid( ); It. Advance( ))
if (It.Current( ).key ==k)
{ It.Remove( ) ; break); }
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Ham xen mot dir liéu moi X vao tap dong duoc thuc hién béng cach
goi ham Append trong 16p LList d€ xen x vao duéi DSLK.

template <class Item>
void DSet<Item> :: Dsetlnsert(const Item & x)
{
if (! Search (x.key))
List. Append(x);
b

Cac phép toan tim phan tir c6 khoa 16n nhat (ham Max), tim phan ti
c6 khod nho nhat (ham Min) dé lai cho doc gia , xem nhu bai tap.

Céc phép toan trong bo cong cu lap chi can thoi gian O(1), do d6 vai
cach cai dit 16p DSet nhu trén, tit ca cic phép toan trong tap dong chi doi
hoi thoi gian O(n), v6i n 12 s6 dit lidu trong tap dong.

Chii y. Khi cai dat tap dong boi DSLK chiing ta chi c6 thé tim kiém
tuan ty. Cho du cac dit liéu cta tip dong dugc luu trong DSLK 1an lugt theo
gia tri khoa ting dan, chung ta ciing khong thé ap dung ky thuat tim klem nhi
phan, 1y do don gian 13 trong DSLK chung ta khong thé truy cap truc tiép toi
thanh phan ¢ gittra DSLK.

BAI TAP.

1. Cho DSLK don vdi con tro ngoai head tré toi dau DSLK, va P 1a con
tro tré toi mot thanh phan ciia DSLK d6. Hay viét ra cic mau ham va
cai dat cac ham thuc hién cac nhiém vu sau:

a. Xen thanh phan méi chira dir liéu d vao trude P.

b. Loai thanh phan P.

c. Inra tat ca cac dit liéu trong DSLK.

d. Loai khoi DSLK tat ca cac thanh phan chira dit liéu d.

2. Cho hai DSLK, hdy viét ham két noi hai DSLK d6 thanh mot DSLK
vong tron, chang han véi hai DSLK:

head 1 head 2

166



ta nhan dugc DSLK vong tron sau:

tail

Chu y rang, mot trong hodc ca hai DSLK d cho c6 thé rong.

3. Cho DSLK vong tron voi con trd ngoai tail tré téi duéi DSLK. Hay
cai dat cac ham sau:
a. Xen thanh phan méi chta dit liéu d vao dudi DSLK.
b. Xen thanh phan méi chura dit lidu d vao ddu DSLK.
c. Loai thanh phan ¢ dau DSLK.

4. Hay cai dat cac ham kién tao copy, ham huy, toan tir gan trong 16p
Dlist bo1 cac ham dé quy.

5. Hay cai dat 16p Llist, trong d6 danh sach duogc cai dat boi1 DSLK vong
tron voi mot con tré ngoai tail.
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CHUONG 6
NGAN XEP

Trong chuong nay, ching ta s€ trinh bay KDLTT ngan xep Cing
gidng nhu danh sach, ngan x&p la CTDL tuyén tinh, né gém cac ddi tuong
dir liéu duoc sap thtr tu. Nhung ddi vé6i danh sach, céac phép toan xen, loai va
truy cap c6 thé thuc hién & vi tri bat ky cua danh sach, con ddi véi ngan xép
cac phép toan do chi dugc thuc hién & mot dau. Mic du cac phép toan trén
ngan xép la rat don gian, song ngin xép 1a mot trong cac CTDL quan trong
nhat. Trong chuong niy ching ta s& dic ta KDLTT ngan xép, sau do s&
nghién ciru cac phuong phap cai dat ngan xép. Cudi cung ching ta s& trinh
bay mot s6 ing dung cua ngin xép.

6.1 KIEU DU LIEU TRUU TUQNG NGAN XEP

Chung ta c6 thé xem mot chbng sach 14 mot ngan xép. Trong chong
sach, cac quyén sach di duoc sip xép theo thir tu trén - dudi, quyén sach
nam trén cung dugc xem la ¢ dinh cua chong sach. Chung ta c6 thé dé dang
dat mot quyén sach moi 1én dinh chong sach va liy quyén sach & dinh ra
khoi chong sach. Va nhu thé quyén sach duogc iy ra khoi chong 13 quyén
sach duoc dat vao chong sau cung.

Ngén xép (stack hodc doi khi pushdown store) la mot cau trac dir
liéu bao gom cac d6i tuong dir lidu duge sap x¢&p theo thur tu tuyen tinh, mot
trong hai dau duoc goi 1a dinh cia ngan x€p. Chung ta chi co thé truy cap toi
d6i tuong dir liéu ¢ dinh cua ngan x&p, thém mot d6i tuong dir liéu moi vao
dinh ciia ngdn xép va loai dbi tuong dir liéu ¢ dinh ra khoi ngan xép.

Sau day chung ta s€ déc ta chinh xac hon cac phép toan ngan xép.
Chung ta s€ mo ta cac phep toan ngan xép boi cac ham, trong d6 S 'ky hiéu
mot ngan Xep va x la mot ddi twong dir liéu cung kiéu véi cac dbi tuong
trong ngan xép S.

Cac phép toan ngin xép:

1. Empty(S): Ham tra vé true néu ngin xép S rong va false néu
nguoc lai.
2. Push(S,x): Day x vao dinh cua ngin xép S. Chang han, S 1a

ngan xeép cac s6 nguyén, S =[5, 3, 6,4, 7], va dau bén phai 1a
dinh ngan xép, tic 1a 7 ¢ dinh cua ngan xép. Néu chung ta
day s6 nguyén x = 2 vao dinh ngin xép, thi ngin xép tro
thanh S =[5, 3, 6, 4, 7, 2].

3. Pop(S): Loai dbi twong ¢ dinh ctia ngan xép S. Vi du, néu S
la ngan xép S =15, 3, 6, 4, 7], thi khi loai phﬁn tor & dinh ngan
xép, ngan xép trd thanh S =[5, 3, 6, 4].
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4. GetTop(S): Ham tra vé d0i twong ¢ dinh cta S, ngin xép S
khong thay doi.

Ngin xép duoc goi 1a cau truc dir liéu LIFO (viét tat ctia cum tir Last-
In- First- Out), ¢ nghia 1a d6i tuong sau cing dugc dua vao ngan xép sé 1a
d6i twong dau tién dugc 14y ra khoi ngan xép.

Ciing giébng nhu danh sach, ching ta ¢ thé cai dit ngin xép boi mang
hodc béi DSLK. Sau diy chiing ta s& nghién ctru mdi cach cai dit do.

6.2 CAIDPAT NGAN XEP BOI MANG

Chung ta sir dung mot mang element (mang tinh hodc dong) dé luu
gilt cac dbi tuong dir lidu cia ngan xép. Céc thanh phan mang element[0],
element[1], ..., element[k] s& lan lugt luu giit cac d6i twong cua ngin xép.
Dinh cua ngan xép duoc luu ¢ element[0] hay element[k] ? Néu dinh cua
ngin xép ¢ element[0], thi khi thuc hién phép toan Push (Pop) ching ta s&
phai ddy (don) cac ddi twong duoc luu trong doan mang element[1...k] ra
sau (1én trén) mot vi tri. Do d6, hop 1y hon, ching ta chon dinh ngin xép & vi
tri k trong mang. Hinh 6.1 mé ta cdu truc dit liéu cai dit ngan xép st dung
mot mang dong element.

element

I

R

size-1

Hinh 6.1. Ngin xép cai dit boi mang dong

Néu cai dit ngan xép boi mang nhu trén, thi cac phép toan ngan xép 1a
cac truong hop riéng cua cac phép toan trén danh sach: viéc day d6i tuong x
vao dinh cua ngan xép la xen x vao dudi danh sach (phep toan Append trén
danh sach), con viéc loai (hodc truy cép ) phan tir & dinh ctia ngan xép 1a loai
(truy cap ) phan tir & vi tri thir k + 1 ctia danh sach. Do d6 chung ta c6 thé sir
dung 16p DList (xem muc 4.3) dé cai dit 16p ngan xép Stack. S& c6 hai cach
lua chon:
e Xay dung 16p Stack 13 16p din xuét tir 10p co sé DList (twong tu
nhu ching ta xay dung 16p tap dong DSet st dung 16p DList nhu
16p co s& private, xem muc 4.4).
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e Thay cho str dung 16p DList lam 16p co so private, ching ta co thé
thiét k& 16p Stack mot cach khac: 16p Stack chira mot thanh phéan du
li¢u 1a doi tugng cua 16p DList.

Ca hai cach trén cho phép ta sir dung cac ham thanh phan cua 16p
DList (cac ham Append, Delete, Element) dé cai dat cac ham thyc hién cac
phép toan ngan xép. Cai dat 16p Stack theo cac phuong an trén dé lai cho doc
gid, xem nhu bai tap.

Boi vi cac phép toan ngin xép 1a rat don gian, cho nén ching ta s& cai
dat 16p Stack truc tiép, khong sir dung 16p DList.

L6p Stack duoc thiét ké sau ddy 1a 16p khuon phu thudc tham bién
kiéu Item, Item 14 kiéu ctia cac phan tir trong ngin xép. Lop Stack chira ba
thanh phan dir liéu: bién con trd element trd toi mang duoc cip phat dong dé
lwu cac phan tir ciia ngan xép, bién size luu ¢& ciia mang dong, va bién top
lwu chi s6 mang 14 dinh ngan xép. Pinh nghia 16p Stack dugc cho trong hinh
6.2.

template <class Item>

class  Stack

{

public :

Stack (int m = 1);
//khéi tao ngan xép rong voi dung lugng m, m 13 sé nguyén duong
Stack (const Stack & S) ;
// Ham kién tao copy.
~ Stack( ) ;// Ham huy.
Stack & operator = (const Stack & S);
// Toéan tir gén.
// Cac phép toan ngin xép:
bool Empty( ) const;
// Xac dinh ngan xép co rong khong.
// Postcondition : Ham tra vé true néu ngan xép rong, va tra vé
// false néu khong.
void Push(const Item & x);
// Pay phan tir x vao dinh ctia ngan xép.
// Postcondition: phan tr x trd thanh dinh ctia ngin xép.
Item & Pop( );
// Loai phan tir & dinh cua ngan xép.
// Precondition: ngan xép khong rong.
// Postcondition: phan tir & dinh ngan xép bi loai khoi ngan xép,
// va ham tra vé phan tir ndy.
Item & GetTop( ) const;
// Truy cap dinh ngan xép.
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// Precondition : ngan xép khong rong.
// Postcondition: Ham tra vé phan tir & dinh ngin xép, ngin xép
// khong thay dbi.
private:
Item * element ;
int size ;
int top;

¥

Hinh 6.2. Lop Stack.

Sau day ching ta cai dat cac ham thanh phan cta 16p Stack. Trudce hét
no6i vé ham kién tao Stack(int m), ham nay lam nhiém vu cap phat mot mang
dong c6 ¢ m dé luu cac phan tor cua ngan xep, vi ngin xép rong mang
khong chira phan tir ndo ca, bién top dugc dit bang —1.

template <class Item>
Stack<Item> Stack(int m)

{
element = new Item[m] ;
size =m ;
top=-1;

b

Cac ham kién tao copy, ham huy, todn tr gdn duogc cai dit tuong tu
nhu trong 16p DList (xem muc 4.3). Cac ham thuc hi¢n cac phép toan ngan
x&p duogc cai dat rat don gian nhu sau:

template <class Item>
bool Stack<Item> :: Empty( )
{

return top==-1;

}

template <class Item>
void Stack<Item> : : Push(const Item & x)
{
if (top == size —1) // mang day
{
Item * A =new Item[2 * size] ;
Assert (A! =NULL) ;
for(inti=0;1<=top;i1++)
A[i] = element[i] ;
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size = 2 * size ;
delete [ ] element ;
element = A ;

!

element [+ + top] = x

}

template <class Item>
Item & Stack<Item> : : Pop( )
{

assert (top >=0) ;

return element[top - -] ;

}

template <class Item>
Item & Stack<Item> : : GetTop( )
{

assert (top >=0) ;

return element[top];

}

Chiing ta c6 nhin xét rang, tat ca cac phép toan ngian xép chi doi hoi
thoi gian O(1), trir khi ching ta thuc hién phép toan Push va mang da day.
Khi d6 ching ta phai cAp phat mot mang dong méi voi ¢& gip d6i mang cii
va sao chép dir lidu tr mang ci sang mang moi. Do d6 trong truong hop
mang day, phép toan Push doi hoi thoi gian O(n), véi n 1a s6 phan tir trong
ngan xep.

6.3 CAIDPAT NGAN XEP BOI DSLK

Ngin xép ciing c6 thé cai dat boi DSLK, va chung ta c6 thé sir dung
16p LList (xem muc 5.4) lam 16p co s¢ private dé xay dung lop Stack. Tuy
nhién, khi luu gilr cac phan tr cua ngan x&p trong cac thanh phan cua DSLK
thi cac phép toan ngan x¢&p ciing dugc thuc hién rat don gian. Do d6 ching ta
s& cai dt truc tiép 16p Stack, khong sir dung t6i 16p LList.

Chiing ta s& cai dat ngan xép boi DSLK, dinh ctia ngin xép duogc luu
trong thanh phan dau tién cia DSLK, mdt con trd ngoai top tro ti thanh
phan nay, xem hinh 6.3.
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top

Hinh 6.3. Cai @it ngin xép béi DSLK.

Lép Stack cai dat KDLTT ngin xép st dung DSLK duoc md ta trong
hinh 6.4. Lop Stack nay chi chira mot thanh phan dit liéu 1 con tro top tro
to1 thanh phan dau tién cia DSLK (nhu trong hinh 6.3). Cac thanh phan cua
DSLK 14 ciu trac Node gom bién data c6 kiéu Item (Item 1a kiéu ctia cac
phan tir trong ngan xép), va bién con trd next tro téi thanh phan di sau. Lop
Stack ¢ day chira cac ham thanh phan véi khai bao va chu thich gidng hét
nhu cac ham thanh phan trong 16p Stack & muc 6.2 (xem hinh 6.2), trir ham
kién tao.

template <class Item>
class Stack

{

public :
Stack( ) // Ham kién tao mic dinh khoi tao ngan xép rong.
{ top = NULL; }
Stack (const Stack & S) ;
~ Stack( );
Stack & operator = (const Stack & S) ;
bool Empty( ) const

{ return top == NULL; }

void Push (const Item & x) ;
Item & Pop( );
Item & GetTop( ) const;

private :
struct Node
{

Item data;

Node * next;
Node (const Item & x)
: data(x), next (NULL) { }

¥ s
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Node * top ;
55

Hinh 6.4. Lop Stack cai dat béi DSLK.

Bay gio chung ta cai dat cac ham thanh phan cua 16p Stack. Ham kién
tao mic dinh nham khoi tao nén mot ngin xép réng, mudn vay chi can dat
gia trj clia con tro top 1a hang NULL. Ham nay da duoc cai dat inline.

Ham Kkién tao copy. Cho trudc mot ngin xép L, cong viéc ciia ham
kién tao copy 13 tao ra mot ngin xép mdi 1 ban sao ctia L. Cu thé hon, phai
tao ra mot DSLK v6i1 con trd ngoai top 1a ban sao ciia DSLK v61 con trd
ngoai L.top. Néu ngin xép L khong rong, dau tién ta khoi tao ra DSLK top
chi c6 mot thanh phan chtra dir liéu nhu trong thanh phan dau tién ctia DSLK
L.top, ttrc la:

top = new Node (L.top = data) ;

Sau d0, ta nbi dai DSLK top bang cach thém vao cac thanh phan chua
dir liéu nhu trong cac thanh phan twong tmg & DSLK L.top. Piéu d6 duoc
thuc hién bdi vong ldp voi con tro P chay trén DSLK L.top va con tré Q
chay trén DSLK top. O mdi buéc lap, can thuc hién:

Q =Q -> next =new Node (P > data) ;

Ham kién tao copy duoc viét nhu sau:

template <class Item>
Stack <Item> : : Stack (const Stack & S)

{
if (S.Empty( ))
top=NULL ;
else {
Node * P =S.top ;
top = new Node (P > data) ;
Node * Q=top;
for (P =P - next; P! =NULL ; P =P - next)
Q = Q = next =new Node (P —>data) ;
b
}

Ham huy. Hém can thuc hién nhiém vu thu ‘h(*)i b@ nhé da cép phat
cho tirng thanh phan ctia DSLK, lan lugt tir thanh phan dau tién.

template <class Item>
Stack<Item> : : ~ Stack( )

{
if (top! = NULL)
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Node * P=top;

while (top ! = NULL)

{
P=top;
top = top = next ;
delete P ;

}

}
h

Toan tir gan. Ham nay gém hai phan. Pau tién ta huy DSLK top voi
cac dong I¢énh nhu trong ham ~Stack( ), sau d6 tao ra DSLK top la ban sao
ctia DSLK S.top véi cac dong 1énh nhu trong ham kién tao copy.

Céac ham thuc hién cac phép toan ngin xép duogc cai dit rat don gian:
viéc day mot phan tir méi x vao dinh ngan xép chang qua 1a xen mot thanh
phan chtra dir liéu x vao dau DSLK, con viéc loai (truy cap) phan tir & dinh
ngin xép don gian 1a loai (truy cép) thanh phan dau tién cia DSLK. Cac
phép toan ngan x€p dugc cai dat nhu sau:

template <class Item>
void Stack<Item> : : Push (const Item & x)
{

Node* P = new Node(x) ;

if (top==NULL)

top="P;
else {
P = next=top;
top="P;
b
b

template <class Item>
Item & Stack<Item> : : Pop( )
{
assert (top! = NULL) ;
Item object = top = data ;
Node* P =top ;
top = top = next ;
delete P ;
return object ;
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template <class Item>
Item & Stack<Item>: : GetTop( )
{
assert( top! = NULL) ;
return top = data;
§
RO rang la khi ce‘li dat ngan xép bdi DSLK thi cac phép todn ngan xép
Push, Pop, GetTop chi can thoi gian O(1).
Sau day ching ta s€ trinh bay mdt sb ung dung ctia ngan Xep

6.4 BIEU THUC DAU NGOAC CAN XUNG

Ngan xép duoc str dung nhiéu trong cac chuong trinh dich (compiler).
Trong muc nay chung ta sé trinh bay van dé: sir dung ngin xép dé kiém tra
tinh cAn xtng ctia cac dau ngoic trong chuong trinh nguon.

Trong chuong trinh ¢ dang ma ngudn, chang han chuong trinh viét
bang ngdn nglr C + +, ching ta su dung nhiéu cac ddu md ngodc “{” va dong
ngodc “}”, mdi ddu “{ can phai c6 mot dau “}” twong tng di sau. Tuong ty,
trong cac biéu thire sé hoc (hodc logic) chung ta cling sir dung cac diu mo
ngodc *“(” va dong ngodc “)”, moi dau “(” can phai tuong tng v6i mot ddu
“y*. Néu chiing ta loai bo tat ca cac ky hiéu khac, chi giit lai cac ddu mo
ngodc va dong ngodc thi chung ta s€ c6 mot day cac dau mo ngodc va dong
ngoac ma ta goi la biéu thirc dau ngoac va nd can phai can xung. Pdc gia
c6 thé dua ra dinh nghia chinh xac thé ndo 14 biéu thirc diu ngodc can ximg.
Pé minh hoa, ta xét biéu thirc s6 hoc

((a=b)*(5+c)+x)/(x+y))

Loai bo di tat ca cac toan hang va cac dau phép toan ta nhan dugc biéu thirc
dau ngodic:

(€O 0O)O)

12345678910
Biéu thirc ddu ngodc trén 13 can xung: cac cap dau ngoic twong umg 1a 1 —
10,2-7,3-4,5-6vag8-09. Bleuthu’cdaungoac(()()lakhongcan
xtng. Van dé dit ra 1a lam thé nao dé cho biét mot biéu thirc dau ngoic 1a
can xung hay khong can xung.

Str dung ngan xep, chung ta dé dang thiét ké duoc thuat toan kiém tra
tinh cin xtng cua biéu thic ddu ngodc. Mot biéu thirc diu ngoic duoc xem
nhu mét xau ky tu dugc tao thanh tur hai ky tw m¢ ngodc va dong ngodc.
Ngin xép duoc str dung dé luu cac ddu mo ngodc. Thuat toan gdm cac bude
sau:

1. Khéi tao mot ngan xép rong.

2. Poc lan luot cac ky tir trong biéu thirc ddu ngodc
a. Néu ky tu 1a ddu md ngodc thi ddy nd vao ngan xép.
b. Néu ky tu 1a ddu dong ngoic thi:
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o Néu ngan xép rong thi thong bao biéu thirc diu ngodc khong
can xung va dung.
o Néu ngin xép khong rdng thi loai ddu mé ngodc ¢ dinh ngin
Xép.
3. Sau khi ky tu cudi cung trong biéu thic ddu ngodac da duoc doc, néu
ngin xép rong thi thong bao biéu thirc diu ngoic cin xing.

Pé thdy duogc thuat toan trén 1am viéc nhu thé nao, ta xét biéu thirc
dau ngodc da duara o trén: ((()()) () ). Biéu thirc diu ngodc nay 1a mot
xau gom 10 ky tu. Ban dau ngan xép rong. Boc ky tu dau tién, n6 1a ddu mo
ngodc va dugc day vao ngdn x&p. Ky tu thir hai va ba ciing la dau mo ngodc,
nén ciing dugc day vao ngan x€p, va nhu vay dén day ngan xép chira ba diu
m¢ ngodc. Ky tu thir tw 1a dau dong ngodc, do do diu mo ngodc ¢ dinh ngan
Xep bi loai. Ky tu thir nam la diu mé ngoic, nd lai dugc day vao ngan xep.
Tlep tuc, sau khi ky tu cudi cung dugc doc, ta thiy ngin xép rong, do d6
biéu thire dau ngoic da xet la can xtng. Hinh 6.4 minh hoa cac trang thai cua
ngin xép twong tmg voi mdi ky tu duge doc.

( ( (

( ( ( (
Ngan xép rong Pockytwr1l Pockytr2 Dockytw3 Dockytu 4

(
( ( (

( ( ( ( (
DPockytuy5S Dockytu6 Dockytu7 Dockytey8 Dockytu9 Dockytu 10

Hinh 6.4. Céc trang thai ciia ngiin xép khi doc biéu thire ((() ()) ())
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6.5 PANH GIA BIEU THUC SO HQC

Trong cac chuong trinh viét bang ngdn ngit bac cao, chang han Pascal,
C/ C + +, thuong c6 mat cac biéu thurc s6 hoc (hoac logic). Khi chuong trinh
duoc thuc hién, cac biéu thuc s& duoc danh gia. Trong muc nay ching ta s¢
trinh bay thuit todn tinh gid tri ctua biéu thtrc, thuat toan nay dugc cai dat
trong module thuc hién nhi€ém vu danh gia biéu thirc trong cac chuong trinh
dich.

Biéu thirc dang postfix (biéu thirc Balan). Dé don gian cho trinh
bay, chung ta gia thiét rang biéu thirc chi chira cic phép toan cé hai toan
hang, chéng han cac phép toan +, -, *, /, ... Trong cac chuong trinh, cac biéu
thire duoc viét theo cach truyén thong nhu trong toan hoc, tic 13 ky hiéu
phép toan dung giira hai toan hang, chang han biéu thuc:

(a+b)*c

Céc biéu thic duoc viét theo cach truyén thdng dugc goi 13 biéu thire
dang infix. Trong cic biéu thirc dang infix c6 thé co cac ddu ngoic, ching
han biéu thuc trén. Cac dau ngodc duoc dua vao biéu thuc dé thay ddi thir tu
tinh toan. Cac biéu thirc con c6 thé duogc viét dudi mot dang khac: dang
postfix. Trong cac biéu thirc dang postfix (biéu thirc Balan) ky hiéu phép
toan dimg sau hai toan hang, chiang han dang postfix cta biéu thic (a + b) *
¢ 1 biéu thuec:

ab+c*

Can luu y rang, trong cac biéu thic postfix khong c6 cac dau ngodc. Sau day
chung ta s& thay viéc danh gia cac biéu thirc postfix 1a rat d& dang. Vi vay,
viéc danh gia cac biéu thirc infix dugc thue hién qua hai giai doan:

. Chuyén biéu thirc infix thanh biéu thirc postfix.

o Panh gia biéu thirc postfix.

Trudc hét chung ta trinh bay thuét toan danh gia biéu thirc postfix.

6.5.1 Panh gia biéu thirc postfix

Trong biéu thirc postfix, cac phép toan dugc thuc hién theo thr ty ma
ching xuét hién trong biéu thirc ké tir trai sang phai. Chang han, xét bicu
thirc postfix:

5831-/3*+ (1)

Phép toan duoc thuc hién dau tién 1a -, r6i dén /, tiép theo 1a * va sau cung la
+. Mdi phép toan duoc thuc hién voi hai toan hang dung ngay trudc né.
Ch:fmg han, phép — duogc thuc hién voi cac toan hang 1a 1 va 3: 3 — 1 =2. Sau
khi thuc hién phép - biéu thirc (1) tré thanh 5 8 2/ 3 * +. Phép / dugc thuc
hién v6i hai toan hang dimg ngay trude né 1a 2 va 8: 8 / 2 = 4. Tiép tuc, ta c6
582/3*+=543%+=512+=17. Nhu vy, mdi khi thyc hién mot phép
toan trong biéu thirc postfix chung ta can c6 kha niang tim dugc cac toan
hang cta né. Cach dé& nhat dé lam duogc diéu d6 1a st dung mot ngan xép.
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Chung ta s& sir dung mot ngan xép S dé luu cac toan hang, ban dau ngin xép
rong.

Thuat toan danh gia biéu thirc postfix 1a nhu sau. Xem biéu thirc
postfix nhu mot day cac thanh phan (mdi thanh phan hodc 13 toan hang, hodc
1a ky hiéu phép toan). Poc 1an lugt cac thanh phan ctia biéu thuc tir trai sang
phai, véi mdi thanh phén duoc doc thuc hién cac budc sau:

1. Néu thanh phan dugc doc 13 toan hang od thi day né vao ngin xép, tirc
l1a S. Push (od).
2. Néu thanh phan duoc doc 1a phép toan op thi 1iy ra cac toan hang &
dinh ngan xép:
od 2 =S.Pop()
od 1 =S.Pop()
Thuc hién phép toan op voi cac toan hang la od 1 va od 2, két qua
duoc day vao ngan xép:
r=od1opod2
S. Push(r)

Lip lai hai budc trén cho t6i khi thanh phan cudi cung cua biéu thirc

duoc doc qua. Khi d6 ngin xép chua két qua cua biéu thie.

pé théy duoc thuét toan trén 1am viée nhu thé nao, ching ta lai xét

biéu thirc postfix (1). Khi bon toan hang dau tién duoc doc, ching duoc
day vao ngin xép va ngan xép c6 ndi dung nhu sau:

1

3

8

5

Tiép theo, thanh phﬁn dugc doc 1a phép *“ -7, hai toan hang G dinh cua
ngan x€p la 1 va 3 dugc lay ra khoi ngan xe€p va thu’c hién phep -7 voi cac
toan hang d6, ta thu dugc két qua 1a 2, day 2 vao ngin xép:
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Thanh phén dugc doc tiép theo 1a phép toan /, do d6 cac toan hang 2
va 8 dugc lay ra khoi ngén xép, va thuong cua chung 1a 4 lai dugc day vao
ngan xép:

To4n hang tiép theo 3 dugc ddy vao ngin xép:

Thanh phan tiép theo 13 phép x, do do 3 va 4 dugc lay ra khoi ngan
xép, va 4 * 3 = 12 duoc ddy vao ngin xép:

12

5

Cudi cung 1 phép + dugc doc, nén 12 va 5 dugc lay ra khoi ngan xép
va két qua cua biéu thirc 13 5 + 12 = 17 duoc day vao ngin xép:

17

6.5.2  Chuyén biéu thirc infix thanh biéu thirc postfix

Pé chuyén biéu thuc infix thanh biéu thuc postfix, truéc hét chung ta
can chu ¥ t6i thtr tu thuc hién cac phép toan trong biéu thtc infix. Nhé lai
r.':fmg, trong biéu thirc infix, céc phép toan * va / can duoc thuc hién trudce cac
phép toan + va -, chang han 1 + 2 * 3 =1+ 6 = 7. D6 d6 ching ta noi rang
cac phép toan * va / ¢6 quyén uu tién cao hon cic phép toan + va -, cac phép
toan * va / cung muc uu tién, cac phép todn + va — cung muc uu tién. Mat
khac néu cac phép toan cing mirc wu tién dimg ké nhau, thi tht ty thuc hién
chung 1a tir trai qua phai, chang han 8 —2 + 3 =6 + 3 = 9. Cac cap dau ngoic
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duogc dua vao biéu thuc infix dé thay ddi thr tu thue hién cac phép toan, cac
phép toan trong cap dau ngoac can duoc thuc hién truée, ch:fmg han 8 — (2 +
3) =8 — 5 = 3. Vi vay van dé then chdt trong viéc chuyén biéu thirc infix
thanh biéu thirc postfix 1a xac dinh dugc th ty thuc hién cac phép toan trong
biéu thire infix 14 dat cac phép toan d6 vao ding vi tri ctia chung trong biéu
thirc postfix.

Y tudng cua thuat toan chuyén biéu thic infix thanh biéu thic postfix
1a nhu sau: Chung ta xem biéu thtc infix nhu day cac thanh phan (mdi thanh
phan ( mdi thanh phan 13 toan hang hoic ky hiéu phép toan hodc ddu mo
ngoic hoic diu dong ngodc). Thuat toan c6 dau vao 13 biéu thirc infix di cho
va dau ra 1a biéu thirc postfix. Chung ta d st dung mot ngin xép S dé luu
cac phép toan va diu mé ngoic. Poc lan lugt timg thanh phan cia biéu thirc
infix tir trai sang phai, cir mdi 1an gip toan hang, chung ta viét no vao biéu
thirc postfix. Khi doc té1 mot phép todn (phép toan hién thoi), chung ta xét
cac phép toan ¢ dinh ngén xép. Néu cac phép toan ¢ dinh ngin xép c6 quyén
uu tién cao hon hodc bang phép toan hién thoi, thi chung dugc keo ra khoi
ngan xép va dugc viét vao biéu thirc postfix. Khi ma phép toan & dinh ngan
xEp co quyen uu tién thap hon phép toan hién thoi, thi phép toan hién thoi
dugc day vao ngin xép. Boi vi cac phép toan trong cip dau ngodc can dugc
thue hién trudc tién, do d6 chung ta xem ddu md ngodc nhu phép toan cé
quyén uu tién cao hon moi phép toan khac. Vi vay, moi khi gap dau mo
ngoic thi n6é dugc day vao ngin xép, va no chi bi loai khoi ngan xép khi ta
doc t6i dau dong ngodc tuong Umg va tat ca cac phép toan trong cip dau
ngoic d6 da duogc viét vao biéu thirc postfix.

1. Néu thanh phan dugc doc 1a toan hang thi viét nd vao biéu thuc

postfix.

2. Néu thanh phan duoc doc 1a phép toan (phép toan hién thoi), thi thuc

hién cac budc sau:

Néu _ngan xép khong rdng thi néu phan tr ¢ dinh ngan xép 1 phép toan
c6 quyén uu tién cao hon hay bang phép toan hién thoi, thi phép toan do
dugc keo ra khoi ngan xép va viét vao biéu thirc postfix. Lap lai budc nay.

Néu ngin xép rong hodc phan tur ¢ dinh ngan xép la diu mé ngoic hoic
phép toan & dinh ngin xép c6 quyén uu tién thap hon phép toan hién thoi, thi
phép toan hién thoi duoc day vao ngan xép.

3. Néu thanh phan duoc doc 1a ddu mé ngodc thi né duge day vao ngin

Xép.

4. Néu thanh phﬁn dugc doc 1a dau dong ngodc thi thuc hién cac budc

sau:

(Budc lap) Loai cac phép toan ¢ dinh ngan xép va viét vao biéu thirc
postfix cho téi khi dinh ngin xép 1a ddu mé ngoic.

Loai ddu mé ngodc khoi ngin xép.

5. Sau khi toan bd biéu thirc infix dugce doc, loai cac phép toan ¢ dinh

ngan xép va viét vao biéu thic postfix cho t6i khi ngan xép rong.
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Vi du. Xét bicu thirc infix:
a*(b-ct+d)y+e/f
Pau tién ky hiéu duoc doc 13 toan hang a, nd dugc Vlet vao biéu thirc postfix.
Tiép theo ky hiéu phép toan * dugc doc, va ngan Xep rong, nén né dugc day
vao ngan x&p. Doc thanh phan tiép theo, d6 1a dau mo ngodc nén nod duoc
day vao ngan xép. Tai day ta c6 trang thai ngan xép va biéu thirc postfix nhu
sau:

Biéu thirc postfix: a

Poc tiép toan hang b, né duge viét vao biéu thirc postfix. Thanh phan tiép
theo 1a phép -, lic nay dinh ngan xép la dau md ngoac, nén ky hi¢u - dugce
day vao ngan x¢ép. Ta co:

Biéu thirc postfix: a b

Thanh phan dugc doc tiép theo la toan hang ¢, n6 dugc viét vao biéu thirc
postfix. Ky hi€u dugc doc tiép 1a phép +. Phép toan ¢ dinh ngin xep 1a phep
— cung quyén wu tién voi phép +, nén no duge kéo ra khoi ngan xép va viét
vao dau ra. 'Luc nay, dinh ngan xép 1a ddu mo ngodc, nén phép + duge day
vao ngin xép va ta co:

Biéu thirc postfix
+ abc-

DPoc dén toan hang d, n6 dugc viét vao biéu thuc postfix. Poc tiép ky hi¢u
tiép theo: dau dong ngodc. Luc nay ta can loai lan luot cadc phép toan & dinh
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ngan x€p va viét chiing vao bi€u thic postfix, cho td1 khi dinh ngan xép 1a
dau m& ngodc thi loai nd. Ta co:

Biéu thirc postfix
* abc—d+

Ky hiéu duoc doc tiép theo 1a phép +. Dinh ngin xép 1a phép *, nd c6 quyén
uu tién cao hon phép +, do d6 n6 duoc loai khoi ngin xép va viét vao biéu
thire postfix. Pén ddy ngin xép rdng, nén phép toan hién thoi + dugc day
vao ngan xép va ta co:

Biéu thtic postfix
+ abc—d+*

Poc tiép toan hang e, no dugc viét vao dau ra. Ky hiéu dugc doc tiép 1a phép
chia /, n6 c6 quyén wu tién cao hon phép + & dinh ngin xép, nén phép / duogc
déy vao ngan Xép. Ky hi¢u cudi cung dugc doc la toan hang f, n6 duogc viét
vao dau ra, ta co:

Biéu thirc postfx
abc—d+*ef

Loai cac phép toan ¢ dinh ngin xép va viét vao dau ra cho t6i khi ngin xép
rong, chung ta nhan dugc biéu thuc postfix két qua la:
abc—d+ *e f/ +

6.6 NGAN XEP VA PE QUY

Mot trong céc Gmg dung quan trong cta ngan xép 1a sir dung ngan Xep
dé chuyen thuat toan d¢ quy thanh thuat toan khong dé quy. Voi nhiéu van
dé, co thé ton tai ca thuat toan dé quy va thut toan khong dé quy dé giai
quyét. Trong nhiéu trudng hop, thut toan dé quy kém hiu qua ca vé thoi
gian va by nho. Ching ta s€ nghién ctru ky hon céac thuat toan dé¢ quy trong
muc 16.2. Viéc loai bo cac 101 goi dé quy trong cac ham dé quy co thé cai
thién dang ké thoi gian chay va bo nhd doi hoi. Trong muc ndy ching ta sé
trinh bay cac k¥ thuat sir dung ngan xép dé chuyén ddi cac ham dé quy thanh
ham khong d¢ quy.

Trude hét can biét rang, trong mot ham dé quy thi 101 goi dé quy ¢
dong cudi cung ctia ham dugc goi 1a 101 goi dé quy dudi (tail recursion). Loi
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goi d¢ quy dudi dé dang dugc thay thé boi mot vong ldp, ma khong can sir
dung ngan xép. Chang han, xét ham dé quy sap x€p mang QuickSort, ham
nay s€ duoc nghién ctru trong muyc 17.3. Thudt toan sap x€p nhanh dugc thiét
ké theo chién lugc chia - dé - tri: dé sip xép mang Ala..b] theo thi tu tang
dan, chung ta phan hoach doan [a ..b] thanh hai doan con bdi mot chi sok, a
< k <b, sao cho v&i moi chi so i1 trong doan con dudi [a, k - 1] va vo1 moi
chi s j trong doan con trén [k + 1....b] ta co Afi] < A[k] < A[j]. Néu thuc
hién dugc su phan hoach nhu the thi viéc sip xép mang Ala...b] duoc quy
vé viéc sap hai mang con A[a... k - 1] va A[k+1 ...b]. Do d6, ham dé quy
QuickSort nhu sau:

void  QuickSort(item A[ ], int a, int b)
{
if (a<b)
{
k = Partition(A, a, b); / ham phan hoach
QuickSort(A,a, k—1);
QuickSort(A, k+1, b); // 101 goi d¢ quy duoi
h
h

Thyuc hién 161 goi d¢ quy dudi (¢ dong 1énh cudi cung) c6 nghia 1a
chl'mg‘ta can thuc hi¢n 13p lai cac dong 1énh tir dau ham dén dong Iénh ding
trén k& 101 goi d¢ quy dudi. Vi vy dua day cac Iénh d6 vao mot vong lap,
ching ta loai bo dugc 101 goi dé€ quy dudi. Ham QuickSort c6 thé viét lai nhu
sau:

void QuickSort(item A[ ], int a, int b)

{

k = Partition(A, a, b);

while (a <b)

{
QuickSort(A, a, k —1);
a=k+1;
k=b+1;

h

h

Viéc loai bo cac 101 goi d¢ quy khong phai la dudi khong don gian nhu
dé quy dudi. Chung ta can sir dung ngan xép dé luu lai cac doi sb trong cac
101 goi dé quy. Phan tich su thuc hién ham d¢ quy QuickSort, ching ta s€
thiy qu4 trinh thuc hién ham s& dién ra nhu sau: phan hoach doan [a ...b] boi
chi sd k, roi phan hoach doan con du¢i [a ..k - 1] boi chi s6 ki, rdi lai phan
hoach doan con dudi [a .. k; - 1]... cho tdi khi doan con duéi chi gom mot
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chi s6, lac d6 ta méi phan hoach doan con trén tng v6i doan con dudi do.
Viéc phan hoach mot doan bat ky lai dlen ra nhu trén. Vi vay, ching ta s& sur
dung mot ngin xép dé luu cac chi so dau va chi sb cu01 cua cac doan con
trén khi phan hoach. Cu thé 12 ngin xép sé luuk + 1, b, rdi k; + 1, k— 1,
Ham dé quy QuickSort duoc chuyén thanh ham khéng dé quy sau:

void QuickSort2 (item A[ ], int a, int b)
{
Stack S;
S.Push(a) ;
S.Push(b) ;
do
b=S.Pop();
a=S.Pop();
while (a <b)
{
k = Partition(A, a, b) ;
S.Push(k + 1) ;
S.Push(b) ;
b=k-1;
}
while (! S.Empty()) ;
f

Sau nay ching ta s& thiy, ngin xép duoc sir dung dé thiét ké cac ham
khong d¢ quy thuc hién cac phép toan trén cay.

BAI TAP

1. Hay cai dat 16p Stack bﬁr}g cach stir dung 16p Dlist (hodc 16p Llist) [am
16p co s& voi dang thur ké private.

2. Cho ngin xép S chira cac phan tir. Str dung ngin xép T rong, hiy dua
ra thuat toan (chi dugc sir dung céc phép toan ngin xép) thuc hién cac
nhiém vy sau:

a. Pém s phan tur trong ngan xép S, ngin Xep S khong thay d6i.
b. Loai bo tat ca céac phan tir trong ngin xép S bang mot phan tur
cho trude, thir ty cac phan tir con lai trong S khong thay doi.

3. Gia st biéu thirc ddu ngodc chira ba loai ddu ngodc ( ), [ ], { }. Biéu

thie [ () ( ) ]{ } dugc xem Ia can ximg, con biéu’thlﬁ:c {C 1) ()1a
khong can xtmg. Hay dua ra dinh nghia bicu thirc dau ngodc can xiung
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va dua ra thudt toan cho biét biéu thirc ddu ngodc co can xtng hay
khong.

. Ap dung thuét toan chuyén biéu thirc dang infix thanh biéu thirc dang
postfix (xem muc 6.5.2), hdy chuyén céc biéu thuc infix sau thanh
biéu thirc postfix, can chi ra ndi dung cua ngin xép sau mdi budc cua
thuat toan.

a. A/B/C—(D+E)*F

b. A—-(B+C*D)/E

c. A*( B/C/D)+E

. Thiét ké thuat toan doan nhén cac xau ky tu c6 dang w $ w’, trong do
w’ 1a ddo nguogc cua xdu w, chang hannéuw=acdbthiw’=bdca.

. Cho dinh A (dinh xuét phat) va dinh B (dinh dich) trong d6 thi dinh
huéng G (dd thi c6 thé co chu trinh). Str dung ngan x&p, hay th1et ké

thuat toan tim duong di tir A dén B. (Str dung ngin xép dé luu vét cua
duong di tir A dén B).

. Sir dung cac ngin xép, hiy dua ra thuat toan khong dé quy cho bai
toan thap Ha Noi.
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CHUONG 7
HANG POI

Ciing nhu ngan xép, hang doi 1a CTDL tuyén tinh. Hang doi 13 mot
danh sach cac d6i tuong, mot dau cua danh sach duogc xem 1a dau hang doi,
con dau kia cua danh sach duge xem 1a dudi hang doi. V61 hang doi, chung
ta chi c6 thé xen mot ddi twong méi vao dudi hang va loai dbi tuong ¢ dau
hang ra khdi hang. Trong chuong nay chung ta s€ nghién ctru cac phuong
phap cai dat hang doi va trinh bay mot sb Gmg dung cta hang doi.

71 KIEU DU LIEU TRUU TUQNG HANG PQI

Trong muc ndy ching ta s& dic ta KDLTT hang doi. Ching ta co6 thé
xem mot hang ngudi ding xép hang chd dugc phuc vu (chang han, xép hang
cho mua vé tau, xép hang chd giao dich ¢ ngan hang, ...) 1 mot hang doi,
bdi vi ngudi ra khoi hang va dugc phuc vu 13 nguoi ding & dau hang, con
nguoi méi dén s& dimg vao dudi hang.

Hang doi 12 mot danh sach cac d6i tuong dir lidu, mot trong hai dau
danh sach dugc xem 1a dau hang, con dau kia 1a dudi hang. Chang han, hang
doi c6 thé 1a danh sach cac ky tu (a, b, ¢, d), trong d6 a ding & dau hang, con
d ding & dudi hang. Chung ta c6 thé thuc hién cac phép toan sau day trén
hang doi, trong cac phép toan do Q 1a moét hang doi, con x la mot d6i tuong
cung kiéu véi cac dbi tuong trong hang Q.

1. Empty(Q). Ham tra vé true néu hang Q rdng va false néu khong.

2. Enqueue(x, Q). Thém ddi tugng x vao dudi hang Q.

3. Dequeue(Q). Loai déi twong ding ¢ dau hang Q.

4. GetHead(Q). Ham tra vé ddi tuong dimg & dau hang Q, con hang Q thi
khong thay doi.

Vi du. Néu Q=(ab,c,d)yvaad dau hang, d & dudi hang, thi khi thuc
hién phép toan Enqueue(e, Q) ta nhan duoc Q = (a, b, ¢, d, ¢), voi e dung &
dudi hang, néu sau d6 thuc hién phép toan Dequeue(Q), ta s& c6 Q = (b, ¢, d,
e) va b trd thanh phan tr dimg & dau hang.

Vé6i cac phép toan Enqueue va Dequeue xac dinh nhu trén thi dbi
tuong vao hang trudce s€ ra khoi hang trude. Vi ly do do ma hang doi dugce
goi 1a cdu trac dir liéu FIFO (viét tat cua cum tu First- In First- Out). biéu
nay ddi lap véi ngan xép, trong ngan xép ddi twong ra khoi ngan xép 1a ddi
tuong sau cung dugc dat vao ngan xep.

Hang doi s& dugc str dung trong bat ky hoan canh nio ma ching ta can
xt 1y cac ddi twong theo trinh tu FIFO. Cudi chuong nay ching ta s& trinh
bay mot ing dung cua hang dogi trong moé phong mdt hé phuc vu. Nhung
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trude hét chung ta can nghién ctru cac phuong phap cai dat hang doi. Ciing
nhu ngan x&p, ching ta cé thé cai dat hang doi bo1 mang hodc bdi DSLK.

7.2 CAI PAT HANG POQI BOI MANG

Ciing nhu ngin xép, chung ta co thé cai dat hang doi boi mang. Song
cai ddt hang doi boi mang s€ phirc tap hon ngan x&p. Nho lai rang, khi cai
dit danh sach (hodc ngan xép) boi mang thi cac phan tir ciia danh sach (hoic
ngin xép) s& dugc luu trong doan dau ctia mang, con doan sau cua mang 13
khong gian chua st dung dén. Chung ta c¢6 thé lam nhu thé véi hang doi
dugc khong? Cau tra 161 1a c¢o, nhung khong hiéu qua. Gid st ching ta su
dung mang element dé luu cac phan tir ctia hang doi, cac phan tir cia hang
doi duoc luu trong cac thanh phdn mang element[0], element[1], ... ,
element[k] nhu trong hinh 7.1a. V&i cach ndy, phan tir & dau hang luén ludn
duogc luu trong thanh phan mang element[0], con phan tir & dudi hang duoc
lru trong element[k], va do d6 ngoai mang element ta chi can mot bién tail
ghi lai chi s6 k. Pé thém phan tir m&i vao dudi hang, ta chi can tang chi sé
tail 1én 1 va dat phan tir mdi vao thanh phan mang element[tail]. Song néu
mudn loai phan tir & diu hang, ching ta can chuyén 1én trén mot vi tri tat ca
cac phan tir duoc luu trong element[1],..., element[tail] va giam chi sd tail di
1, va nhu vy tiéu tén nhiéu thoi gian.

s [T T LY/

1 2 3 4 SIZE — 1
tail :
(a)
ctement 7V/Ns To 1< [ W07/ T
0 1 2 3 4.5 ¢ SIZE - 1
head 2 tail | 5
(b)
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head | 4 tail 8

(c)

Hinh 7.1. Cac phuwong phap cai dat hang dgi béi mang

Pé khic phuc nhuoc diém ctia phuong phap trén, ching ta luu cac
phan tir cia hang doi trong mot doan con ctia mang tir chi s6 dau head téi chi
sO dudi tail, tic 12 cac phan tir cia hang doi duoc luu trong cac thanh phan
mang element[head], element[head + 1], ... , element[tail], nhu trong hinh
7.1b. Vi cach cai dit nay, ngoai mang element, chiing ta can st dung hai
bién: bién chi sé ddu head va bién chi s6 dudi tail. D¢ loai phan tir & dau
hang chiing ta chi can ting chi s6 head 1én 1. Chung ta c6 nhan xét rang, khi
thém phan tir m&i vao dudi hang thi chi s tail ting, khi loai phan tir ¢ dau
hang thi chi s6 head tang, t&1 mot thoi diém nao do hang doi s€ chiém doan
cudi ctia mang, tic 13 bién tail nhan gia tri SIZE — 1 ( SIZE 14 ¢& cta mang).
Luc d6 ta khong thé thém phan tir méi vao dudi hang, mic dau khong gian
chua st dung trong mang, doan dau cta mang tir chi s6 0 t6i head — 1, ¢ thé
con rat 1on! Bé giai quyét van dé nay, ching ta “cuén” mang thanh vong
tron, nhu dugc minh hoa trong hinh 7.1c. Trong mang vong tron, chung ta
xem thanh phéan tiép theo thanh phan element[SIZE - 1] la thanh phan
element[0]. Vi mang vong tron, khi thém phan tir méi vao dudi hang, néu
chi s6 tail co gia tri 1a SIZE — 1, ta dat tail = 0 va luu phan tr méi trong
thanh phan mang element[0]. Tuong tu khi phan tir & dau hang duoc luu
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trong element[SIZE - 1], thi dé loai no, ta chi can dit head = 0. Do d6, néu
cai dat hang doi boi mang vong tron, thi phép toan thém phan tr mdi vao
duoi hang khong thuc hién dugc chi khi mang thuc su dﬁy, tuc 1a khi trong
mang khong con thanh phan nao chua sir dung.

Sau day ching ta s& nghién ctu sy cai dat hang doi béi1 mang vong
tron. KDLTT hang doi s€ dugc cai dat boi 16p Queue, day la 16p khuon phu
thudc tham bién kiéu Item, trong do Item la kiéu cia cac phan tr trong hang
doi. Lép Queue chita cac bién thanh phan nao? Céac phan tir ciia hang doi
dugc luu trong mang vong tron duge cip phat dong, do d6 can co bién con
tré element tro t6i thanh phan dau tién ctia mang do, bién size luu c& cua
mang, bién chi sb dau head va bién chi sé dudi tail. Ngoai cic bién trén,
ching ta thém vao mot bién length dé luu do dai ctia hang doi (tirc 14 s6 phan
tu trong hang do1). Lép Queue dugce dinh nghia nhu trong hinh 7.2.

template <class [tem>

class  Queue

{

public :

Queue (int m = 1);
// Ham kién tao hang doi réng v6i dung lugng 1a m,
// m nguyén duong (trc 1a cd mang dong 1a m).
Queue (const Queue & Q) ;
// Ham kién tao copy.
~ Queue( ) / Ham huy.
{ delete [ ] element ; }
Queue & operator = (const Queue & Q); // Toan tir gan.
// Cac ham thyuc hién cac phép toan hang doi :
bool Empty( ) const ;
// Kiém tra hang c6 rong khong.
// Postcondition: ham tra vé true néu hang rdng va false néu khong rong
{ return length==10; }
void Enqueue (const Item & x)
// Thém phan tir mdi x vao dudi hang.
// Postcondition: x 13 phan tir & dudi hang.
Item & Dequeue();
// Loai phan tir & dau hang.
// Precondition: hang khong rong.
// Postcondition: phan tir & dau hang bi loai khoi hang va ham tra vé
// phan ttr d6.
Item & GetHead( ) const ;
// Precondition: hang khong rong.
// Postcondition: ham tra vé phan tir & dau hang, nhung hang van
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// gilt nguyén.

private:
Item * element ;
Iint size ;
int head ;
int tail ;
int length ;
}s

Hinh 7.2. Lop hang dgi dugc cai dat béi mang.

Bay gio ching ta nghién ctru sy cai dit cac ham thanh phan cua 16p
Queue.

Ham Kién tao hang rdng véi strc chira 13 m. Chung ta can cap phat
mot mang dong element c¢6 ¢& 1a m. Vi hang rdng, nén gia tri ctia bién length
14 0. Cac chi s6 dau head va chi s6 dudi tail can c6 gia tri nao? Nhé lai rang
khi cin thém phan tor x vdo dudi hang, ta ting bién tail 1én 1 va dat
element[tail] = x. Dé cho thao tac ndy lam viéc trong moi hoan canh, ké ca
truong hop hang rong, chung ta dit head = 0 va tail = -1 khi kién tao hang
rong. Do d6, ham kién tao duoc cai dat nhu sau:

template <class Item>
Queue<Item> :: Queue (int m)
{
element = new Item[m] ;
size =m ;
head =0 ;
tail = -1 ;
length=10;
§

Ham Kkién tao copy. Ham nay thyc hién nhi¢ém vu kién tao ra mot
hang doi méi 13 ban sao ctia mot hang doi da c6 Q. Do d6 chiing ta can cap
phat mot mang dong méi co ¢d bang ¢& clia mang trong Q va tién hanh sao
chép céc dir liéu tir d6i trong Q sang d6i tuong mai.

Ham kién tao copy duoc viét nhu sau:

template <class Item>
Queue<Item> :: Queue (const Queue<Item> & Q)
{

element = new Item[Q.size] ;

size = Q.size ;

head = Q.head ;

191



tail = Q.tail ;
length = Q.length ;
for (inti=0;i1<length;i++)
element [(head + 1) % size] = Q.element [(head + 1) % size] ;

}

Trong ham trén, vong lap for thuc hi¢n sao chép mang trong Q sang
mang méi ké tir chi s6 head t6i chi s tail, tirc 1a sao chép length thanh phan
mang ké tir chi s6 head. Nhung can luu ¥ rang, trong mang vong tron, thanh
phan tiép theo thanh phan véi chi s6 k, trong cac truong hop k # size — 1, 1a
thanh phan voi chi s6 k + 1. Song néu k = size — 1 thi thanh phan tiép theo c6
chi s6 1a 0. Vi vy, trong moi truong hop thanh phan tiép theo thanh phan
v6i chi s k 13 thanh phéan véi chi sb (k + 1) % size.

Toan tir gan duoc cai dit twong tw nhu ham kién tao copy:

template <class [tem>
Queue<Item> & Queue<Item> :: operator = (const Queue<Item> & Q)
{
if (this!1=Q)
{
delete [ ] element ;
element = new Item[Q.size] ;
size = Q.size ;
head = Q.head ;
tail = Q.tail ;
length = Q.length ;
for (inti=0;i1<length;i++)
element [(head + 1) % size] = Q.element[(head + 1) % size] ;

}

return * this ;

Ham xen phz‘“ln tir méi vao duodi hang duoc cai dat bﬁng cach dat
phan tir mdi vao mang vong tron tai thanh phan dimg ngay sau thanh phan
element[tail], néu mang chua déy Néu méng déy thi ching ta cip phat mot
mang méi v4i ¢& 16n hon (chang han, vOi cd gap doi cd mang cii), va sao
chép dir liéu tir mang cli sang mang mai, roi huy mang cii, sau d6 dit phan tir
mdi vao mang mai.

template <class [tem>
void Queue<Item> :: Enqueue (const Item & x)

{
if (length <size) // mang chua day.
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{
tail = (tail + 1) % size ;
element[tail] = x ;

)

else // mang day

{
Item * array = new Item[2 * size] ;
for(inti=0;1<size;1++)
array[i] = element[(head + 1) % size] ;
array[size] =X ;
delete [ ] element ;
element = array ;
head =0 ;
tail = size ;
size =2 * size ;

b

length + + ;

}

Cic ham loai phin tir & dau hang va truy cip phan tir & diu hang
dugc cai dat rat don gian nhu sau:

template <class [tem>
Item & Queue<Item> :: Dequeue( )

{
assert (length > 0) ; / Kiém tra hang khong rong.
Item data = element[head] ;
if (length = = 1) / Hang c6 mot phan tir.
{head=0; tail=-1;}
else head = (head + 1) % size ;
length - - ;
return data;
b

template <class Item>
Item & Queue<Item> :: GetHead( )

{
assert (length > 0) ;

return clement[head] ;

}

Dé dang thay rang, khi cai dat hang doi béi mang vong tron thi cac
phép todn hang doi: xen phan tir méi vao dudi hang, loai phan tor & dau hang
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va truy cap phan tr & dau hang chi doi hoi thoi gian O(1). Chi trir truong hop
mang day, néu mang day thi dé xen phan tir modi vao dudi hang chiing ta mat
thoi gian sao chép dir liéu tr mang cli sang mang maoi voi ¢ 16n hon, do do
thot gian thyc hién phép toan thém vao dudi hang trong truong hop nay la
O(n),n la so phan tur trong hang. Tuy nhién trong cac ing dung, néu ta danh
gia duoc s toi da cac phan tor & trong hang va lya chon sb d6 lam dung
luong m cua hang dogi khi khéi tao hang doi, thi co thé dam bao rang tat ca
cac phép toan hang doi chi can thoi gian O(1).

7.3 CAI PAT HANG POI BOI DSLK

Cung nhu ngén xep, chung ta c6 thé cai dit hang doi boi DSLK. Voi
ngan x&p, ching ta chi can truy cap toi phan tir & dinh ngin xép, nén chi can
mot con tro ngoai top trd toi ddu DSLK (xem hinh 6.3). Nhung v6i hang doi,
chung ta can phai truy cap t6i ca phan tir & diu hang va phan tir & dudi hang,
vi vAy chung ta can sir dung hai con tré ngoai: con trd head trd téi thanh
phan dau DSLK, tai d6 luu phan tir & dau hang, va con tro tail tro téi thanh
phan cubi cung ciia DSLK, tai d6 luu phan tir & dudi hang, nhu trong hinh
7.3a. Mot cach tiép can khac, ching ta c6 thé cai dat hang doi b1 DSLK
vong tron va1 mot con tré ngoai tail nhu trong hinh 7.3b.

head tail
A 4 A 4
phan tir & phan tir &
dau hang > I ™ dudi hang .
(a)
tail
v
phan tir & phan tir &
dau hang q —1—> ...... —»| dudi hang

T

(b)
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Hinh 7.3. (a) Cai dat hang dg¢i béi DSLK v6i hai con tro ngoai.
(b) Cai dat hang dgi béi DSLK vong tron.

Trong muc 5.4, ching ta da nghién ctu cach cai dat danh sach boi
DSLK, ¢ d6 KDLTT danh sach da duoc cai dat béi 16p LList. Cac phép toan
hang doi chi 1a cac trudng hop riéng cia cac phép toan danh sach: xen phan
tr moi vao dudi hang co nghia 1a xen nd vao dudi danh sach, con loai phan
tr & dau hang 1a loai phan tr ¢ vi tri du tién trong danh sach. Do d6 chung
ta co thé st dung 16p LList (xem hinh 5.12) dé cai dat 16p hang doi Queue.
Chiing ta c6 thé xay dung 16p Queue bang céach sir dung 16p LList 1am 16p co
sO voi dang thira ké private, hodc cling ¢o thé xay dung 16p Queue 1a 16p chi
chtra mot thanh phan dir liéu 1a d6i tuong ctia 16p LList. Poc gia nén cai dat
16p Queue theo cac phuong an trén, xem nhu bai tap. Cac phép toan hang
doi 1a rit don gian, nén chung ta s& cai dit 16p Queue truc tiép, khong thong
qua 16p LList.

Sau day chung ta s¢€ cai dat hang doi bdi DSLK vong tron véi con tro
ngoai tail (hinh 7.3b). KDLTT hang doi dugc cai dat bdi 16p khudén phu
thudc tham bién kiéu Item (Item 14 kiéu cta cac phan tir trong hang doi). Lop
Queue nay duogc dinh nghia trong hinh 7.4. Lép nay chira cac ham thanh
phan duoc khai bao hoan toan giéng nhu 16p trong hinh 7.2, chi trir ham kién
tao mic dinh 1am nhiém vu khéi tao hang rong. Lép chi chira mot thanh
phan dit liéu 12 con tré tail.

template <class [tem>
class Queue
{
public :
Queue( ) // Ham kién tao hang doi rong.
{ tail = NULL ; }
Queue (const Queue & Q) ;
~ Queue( ) ;
Queue & operator = (const Queue & Q) ;
bool Empty( ) const
{return tail == NULL ; }
void Enqueue (const Item & X) ;
Item & Dequeue( )
Item & GetHead( ) const ;
private :
struct Node
{

Item data;
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Node * next;
Node (const Item & x)
{data = x; next=NULL ; }
h
Node * tail ;
void MakeEmpty( ) ; / Ham huy DSLK vong tron tail.

¥

Hinh 7.4. Lop hang dgi dugc cai dat béi DSLK vong tron.

Bay gid chiing ta cai dit cac ham thanh phan ciia 16p Queue trong hinh
7.4. Ching ta da dua vao 16p Queue ham MakeEmpty, nhiém vu cta no6 la
thu hoi ving nhé da cap phat cho cac thanh phan cua DSLK tail 1am cho
DSLK nay tré thanh rdng. Him MakeEmpty 12 ham thanh phan private, né
duogc st dung dé cai dat ham huy va toan tir gan. Him MakeEmpty duogc cai
dat nhu sau:

template <class Item>
void Queue<Item> :: MakeEmpty( )

{
while (tail ! = NULL)
{
Node* Ptr = tail 2 next ;
if (Ptr == tail) // DSLK chi c6 mét thanh phan.
tail = NULL ;
else
tail 2 next = Ptr 2 next ;
delete Ptr;
}
]

Ham huy duoc cai dit bang cach goi ham MakeEmpty:

template <class Item>
Queue <Item> :: ~ Queue( )

{
MakeEmpty( ) ;

h
Ham Kkién tao copy.

template <class Item>
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Queue <Item> :: Queue (const Queue<Item> & Q)
{

taill = NULL ;

*this=Q ;
h

Toan tir gan.

template <class Item>
Queue<Item> & Queue<Item>:: operator =(const Queue <Item> & Q)
{
if (this ! =& Q)
{
MakeEmpty( ) ;
if (Q.Empty())
return *this ;
Node * Ptr = Q.tail - next ;
do {
Enqueue (Ptr = data) ;
Ptr = Ptr = next ;

b
while (Ptr ! = Q.tail = next) ;

}

return *this ;

b
Ham thém phan tir méi vao dudi hang:

template <class Item>
void Queue<Item> :: Enqueue (const Item & x)

{

if (Ef{npty( )
tail = new Node(x) ;
tail = next = tail ;

}

else {
Node * Ptr = tail = next;
tail = tail 2 next = new Node(x) ;
tail 2 next = Ptr;

}
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Ham loai phan tir & dau hang:

template <class Item>
Item & Queue<Item> :: Dequeue( )
{
Item headElement = GetHead( ) ;
Node * Ptr = tail 2 next;
if (Ptr ! = tail)
tail 2 next = Ptr - next ;
else tail=NULL ;
delete Ptr;
return headElement ;

}
Ham tim phan tir & dau hang:

template <class [tem>
Item & Queue<Item> :: GetHead( )
{

assert (tail ! = NULL) ;

return tail 2 next - data;

7.4 MO PHONG HE SAP HANG

M6 phong (simulation) 1a mdt trong cac linh vuc 4p dung quan trong
cua may tinh. Muc dich cua mot chuong trinh mé phong 1a mo6 hinh hoé sy
hoat dong cua mot h¢ hién thuc (hé tdn tai trong tu nhién hodc hé do con
ngudi sang tao ra) nham phan tich danh gia hiéu nang cta hé hodc dua ra cac
tién doan dé co thé cai tién (ddi voi cac hé do con ngudi 1am ra) hodc co thé
dua ra cac bién phap phong ngura, ché ngy (d6i voi cac hé ton tai trong tu
nhién). Ching ta c6 thé quan niém mot hé hién thyc bao gdm céc thyuc thé
(cac thanh phan) phu thudc 1an nhau, ching hoat dong va tuong tdc vo1 nhau
dé thuc hién mot nhiém vy nao do. Vi vay, lap chuong trinh dinh hudng ddi
tuong 13 cach tiép can thich hop nhat dé xay dung cac chuong trinh mo
phong. Chung ta c6 thé biéu dién mdi thanh phan trong hé boi mot 16p d6i
tuong chura cac bién mo ta trang thai cua thuc thé, su tuong tac gitra cac
thanh phan cta hé duoc mo phong boi sy truyén théng bao gilta cac doi
tuong. Dudi day ching ta s€ xét mot vi du: xay dung chuwong trinh m6 phong
mot hé sap hang (h¢ phuc vu), tirc 1a hé vdi cac hang doi duge phuc vu theo
nguyén tac ai dén trudc nguoi d6 duoc phuc vu trude, chang han, hé cac
quay giao dich ¢ ngan hang, hé cac ctra ban vé tau ¢ nha ga.
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Truong hop don gian nhat, hé sap hang chi c6 mot nguoi phuc vu va
mot hang doi, nhu dugc chi ra trong hinh 7.5a. Tong quat hon, mdt hé sap
hang c6 thé gom k hang doi va s ngudi phuc vy, nhu trong 7.5b.

— O
hang do1 nguoi phuc vu (PV)

(a)

— — Q——»

PV1

hang 1

—> —>Q—>

hang 2 PV2

. O

PVs

hang k

(b)

Hinh 7.5 (a) H¢ siap hang don gian
(b) Hé sap hang véi k hang doi, s ngwoi phuc vu.

Sau day chung ta xét truong hop don gian nhat: hé chi c6 mot hang
doi cac khach hang va mot nguoi phuc vu. Chung ta s€é mo phdng sy hoat
dong ctia hé nay trong khoang thoi gian T (tinh bang phut, chang han), ké tir
thoi diém ban dau t = 0. Trong khoang thoi gian 1 phit c6 thé c¢6 khach hang
dén hoic khong, chung ta khong thé biét truée duoc. Song gia thiét rang,
chung ta dugc cho biét xac suat p: xac suét trong khoang thoi gian 1 phut c6
khach hang dén. Trong trudng hop tong quat, thoi gian phuc vu danh cho
mdi khach hang ching ta cling khong biét trudc duoc, va thoi gian phuc vu
cac khach hang khac nhau ciing khac nhau, chang han thoi gian phuc vu cac
khach hang ¢ ngan hang. Dé cho don gian, ching ta gia thiét rang thoi gian
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phuc vu mdi khach hang 13 nhu nhau va 1a s (phit) (chang han nhu mot tram
rira xe ty dong, no rira sach mdi xe hét 5 phut). Nhu vay, ching ta da biét cac
thong tin sau day:
1. Xéc suét trong thoi gian 1 phut c6 khach dnlap(O0<p<l, (ching
ta gia thiét rang trong 1 phiit chi c6 nhiéu nhat mot khach hang dén)
2. Thoi gian phuc vu mdi khach hang 13 s phiit. Chuong trinh mé phéng
can thyuc hién cac nhiém vy sau:
e Danh gia s6 khach hang duoc phuc vu.
e Danh gia thoi gian trung binh ma mdi khach hang phai cho doi.

Pé xay dung duoc chuong trinh mé phong hé sip hang co mot hang
doi va mot ngudi phuc vu véi cac gia thiét da néu trén, chung ta can tao ra
hai 16p: 16p cac khach hang, va 16p nguoi phuc vu.

Lop cac khach hang duong nhién 1a 16p hang doi Queue ma chung ta
da cai dat (16p trong hinh 7.2, hodc 7.4). Vén dé ma ching ta can giai quyét
& day 1a biéu dién cac khach hang nhu thé nao? Ching ta khong can quan
tam to1 cac thong tin vé khach hang nhu tén, tudi, gidi tinh, ... ; v&i céac
nhiém vu cta chuong trinh mé phong di néu & trén, chiing ta chi cdn quan
tam toi thoi diém ma khach hang dén va vao hang doi. Vi vy, ching ta sé
biéu dién mdi khach hang bsi thoi diém t ma khach hang vao hang doi, t 1a
s6 nguyén duong. Va do d6, trong chuong trinh, chiing ta chi can khai béo:

Queue<int> customer ;

Bay gid chiing ta thiét ké 16p ngudi phuc vu ServerClass. Tai mdi thoi
diém, ngudi phuc vu co thé dang ban phuc vu mdt khach hang, hodc khong.
Vi vy dé chi trang thai (ban hay khong ban) cua ngudi phuc vu, ching ta
dua vao 16p mot bién time-left, bién nay ghi lai thoi gian con lai ma ngudi
phuc vu can lam viéc véi khach hang dang duoc phuc vu. Khi bat dau phuc
vu mdt khach hang bién time-left duoc gan gia tri la thoi gian phuc vu.
Ngudi phuc vy ban c6 nghia 13 time-left > 0. Tai mdi thoi diém t khi ngudi
phuc vu tiép tuc 1am viéc vo1 mot khach hang, bién time-left s& giam di 1.
Khi ma time-left nhan gia tri 0 c6 nghia 1a ngudi phuc vu 16i, ¢6 thé phuc vu
khach hang tiép theo. Lép ngudi phuc vu duge khai bao nhur sau:

class  ServerClass
{
public:
ServerClass (int s) / Khéi tao nguoi phuc vu rdi véi thoi gian
// phuc vu mdi khach hang 1a s.
{ server-time = s; time-left =0 ; }
bool Busy( ) const// Ngudi phuc vu ¢6 ban khong?
{ return time-left >0 ; }
void  Start( ) // Bat dau phuc vu mot khach hang.
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{ time-left = server-time ; }
void Continue( ) / Tiép tuc 1am viéc v6i khach hang.
{1f (Busy()) time-left--;}
private :
int server-time ; // Thoi gian phuc vu mdi khach hang.
int time-left ;

}

T6i day ching ta ¢ thé thiét ké chwong trinh mé phong. Ham mo
phong chira cic bién dau vao sau:
e Thoi gian phuc vu mdi khach hang: s
e Xac suat khach hang dén: p
e Thoi gian mo phong: T
Céc bién dau ra:
e S6 khach hang duoc phuc vu: count
e Thoi gian cho doi trung binh cua khach hang: wait-time.

Ham mé phong s& mo ta sy hoat dong ctia hé sap hang boi mot vong
lap: tai mdi thoi diémt (t=1,2, ..., T), néu c6 khach hang dén thi dua né
vao hang doi, néu nguodi phuc vu ban thi cho ho tiép tuc 1am viéc; roi sau d6
kiém tra xem, néu hang doi khong rdng va ngudi phuc vu rdi thi cho khach
hang & dau hang ra khoi hang va ngudi phuc vu bit dau phuc vu khach hang
d6. Ham mo phdéng c6 ndi dung nhu sau:

void  Queueing System Simulation
(int s, double p, int T, int & count, int & wait-time)
{
Queue <int> customer ; // Hang doi cac khach hang.
ServerClass server(s) ; / Ngudi phuc vu.
void QueueEntry(intt) ;
// Ham 1am nhiém vu dua khach hang dén (néu co) tai thoi diém t
// vao hang doi.
int t;//Bién chi thoi diém,t=1,2,...,T
int sum =0 ;// Tong thoi gian chd doi cta khach hang.
count=0;
for(t=1;t<=T;t++)
{
QueueEntry(t) ; // Pua khach hang (néu c) vao hang doi.
if (server.Busy( ))
server.Continue( ) ;
else if (! customer.Empty())
{
int tl = customer.Dequeue( );
server.Start( ) ;
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sum += t—tl;
count + + ;
}
h

wait-time = sum / count ;

}

Bay gid chiing ta can cai dat ham QueueEntry. Ham nay c¢6 nhiém vu
dua ra quyét dinh tai thoi diém t ¢ khach hang dén hay khong va néu co thi
dua khach hang d6 vao dudi hang doi. Chung ta di biét trudc xic suat dé
trong khoang thoi gian 1 phut c6 khach hang dén 1a p. Vi vy ching ta sir
dung ham rand( ) dé sinh ra s nguyén ngau nhién trong khoang tir 0 toi
RAND- MAX. (Ham rand( ) va hing s6 RAND-MAX c6 trong thu vién
chuan stdlib.h.). Tai moi thoi dlem t(t=1,2,...), ching ta goi ham rand( )
dé sinh ra mot sé nguyén ngau nhién, néu sd nguyén nay nho hon p *
RAND-MAX thi chiing ta cho rang tai thoi diém d6 c6 khach hang dén.

void QueueEntry(int t)
{
if (rand( ) <p * RAND-MAX)
customers.Enqueue(t) ;

BAI TAP.

1. Hay cai ddt 16p Queue nhur 1a 16p dan xuat tir 16p co s¢ Llist v6i dang
thura k& private. Lam thé nao d€ cac ham Empty( ), Length( ) cua lop
Llist tré thanh ham thanh phan public cua 16p Queue ?

2. Hang hai dau (double-ended queue, hodc deque) dugc dinh nghia 1a
mot danh sach voi cac phép toan xen, loai dugc phép thuc hién & ca
hai dau. Hay dic ta KDLTT ndy va dua ra cic cach cai dat thich hop
bo1 mang va bo1 DSLK.

3. Cho ban cd tudng voi mot sb quan nam & cac vi tri tuy ¥ va hai vi tri
A va B bat ky trén ban co. Str dung hang doi, hay thiét ké va cai dat
thuat toan tim duong di ngan nhét (néu c6) cta con ma tir vi tri A dén
vi tri B.
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CHUONG 8

CAY

Céc CTDL dugc nghién ctru trong cac chuong trude (danh sach, ngan
xép, hang doi) 1a cac CTDL tuyén tinh (cac thanh phan dit liéu dugc sap xép
tuyén tinh). Trong chwong ndy chung ta s& nghién ctru mot loai CTDL
khong tuyén tinh: CTDL cay. Cay 1a mét trong cac CTDL quan trong nhét
trong khoa hoc may tinh. Hau hét cac hé diéu hanh déu t6 chirc cac file dudi
dang ciy. Cay duoc st dung trong thiét ké chuong trinh dich, xt 1y ngon
nglr tu nhién, dac biét trong cac van dé to chuc dit licu dé tim kiém va cap
nhat dir liéu hiéu qua. Trong chuong ndy, chung ta s& trinh bay cac van dé

sau day:

e Céc khai ni€m co ban vé cay va cac CTDL biéu dién cay.

e Nghién ctru mdt 16p cay ddc biét: Cay nhi phan.
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e Nghién ciru CTDL cay tim kiém nhi phan va cai dat KDLTT
tap dong boi cay tim kiém nhi phan.

8.1 CAC KHAI NIEM CO BAN

Chung ta c6 thé xac dinh khai niém cdy bang hai cach: dé quy va
khong dé quy. Trude hét ching ta dua ra dinh nghia cay thong qua cac khai
niém trong d6 thi dinh hudng. Mot vi du dién hinh vé cay 1a tap hop cac
thanh vién trong mot dong ho véi quan hé cha — con. Trir dng t6 ctia dong ho
ndy, moi mot ngudi trong dong ho 1a con ciia mdt ngudi cha nao d6 trong
dong ho. Biéu dién dong ho dudi dang dd thi hudng: quan hé cha — con dugc
biéu dién boi cac cung ciia d6 thi, néu A 1a cha cua B, thi trong d6 thi c6
cung di tir dinh A t&i dinh B. Xem xét cac dic diém cta d6 thi dinh huéng

nay, chiing ta dua ra dinh nghia cay nhu sau:
Cay la mot dd thi dinh hudng théa man céc tinh chét sau:
e (C6 mot dinh dic biét dugc goi la géc cay

e MBJi dinh C bat ky khong phai 1a gc, ton tai duy nhat mot dinh
P c6 cung di tur P dén C. Pinh P dugc goi la cha cua dinh C, va
Claconcua P
e (o duong di duy nhét tir gdc téi mdi dinh cua cay.
Nguoi ta quy ude biéu dién cdy nhu trong hinh 8.1: gbc & trén cung,
hang duéi 1a cac dinh con cua gbc, dudi mot hang 1a cac dinh con cua cac
dinh trong hang dé, c6 doan ndi tir dinh cha t&i dinh con (can luu ¥ cung

ludn luodn di tir trén xudng dudi)
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Hinh 8.1. Biéu dién hinh hoc mot cay

Sau day ching ta s& dwa ra mot sd thuat ngit hay duoc dung dén sau
nay.

Mo rong ciia quan hé cha — con, 1a quan hé t6 tién — con chau. Trong
cay néu c6 duong di tir dinh A t6i dinh B thi A duoc goi la t6 tién cua B,
hay B 13 con chau cta A. Chang han, gbc cdy 1a to tién cua cac dinh con lai
trong cay.

Céc dinh cung cha dugc xem 13 anh em. Chang han, trong cdy ¢ hinh
8.1 cac dinh B, C, D la anh em.

Céc dinh khong c6 con dugc goi 1a la. Trong hinh 8.1, c4c dinh 14 1a
E, F, C, G. Mot dinh khong phai 1a 14 dugc goi 1a dinh trong.

Mot dinh bat ky A cung véi tat ca cac con chau ciia né 1ap thanh mot
cdy goc la A. Cay nay dugc goi 1a ciy con cua ciy di cho. Néu dinh A 13
con ctia goc, thi cy con goc A duoc goi 1a cdy con ciia gc.

P cao cia cdy 1a s6 dinh ndm trén duong di dai nhit tir gbe toi mot
14. Chang han, ciy trong hinh 8.1 c¢6 d¢ cao 1a 3. D& dang thdy rang, do cao
ctia cdy 1a d6 cao 16n nhat cta ciy con cta gbc cong thém 1.

Po siu cua mot dinh 14 d6 dai duong di tir gbe t6i dinh d6. Chang
han, trong hinh 8.1, dinh G c6 d¢ sau la 2.
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Cay 1a mot CTDL phén cip: Cic dinh cua cay dugce phan thanh cac

murc. Mtrc ciia moi dinh dugc xéc dinh d€ quy nhu sau:
e GOc o muc 1
e Murc cua mot dinh = murc cua dinh cha + 1

Nhu viy, cac dinh trong cung mot muc la dinh con cua mét dinh nao
d6 ¢ muc trén. D cao cua cdy chinh 1a muc 16n nhét cua ciy. Vi du, cay
trong hinh 8.1 dugc phan thanh 3 murc: mirc 1 chi gdbm c6 gbe, mirc 2 gom
cac dinh A, B, C, D, muc 3 gém cac dinh E, F, G.

Sau nay chung ta chi quan tdim dén cac ciy duoc sip. Ciy dugc sip
1a cdy ma cac dinh con ctiia méi dinh duoc sip sép theo mot thir thir tu xac
dinh. Gi4 str a 1a mot dinh va cac con cua nd duoc sép xép theo thur tu by, b,,
..., b (k>1), khi d6 dinh b; dugc goi 1a con ca cua a, con dinh by, (i=1, 2,

..k-1) duoc goi 1a em lién ké cua dinh b;.

Trong biéu dién hinh hoc, dinh con cd 1a dinh ngoai cung bén trai,

dinh by 1a dinh ngoai cung bén phai.

Trén day ching ta da dinh nghia cdy nhu mot db thi dinh hudng co
mot sd tinh chét dic biét. Khai niém cady con cé thé dinh nghia mgt cach

khac: dinh nghia d¢ quy.
Pinh nghia dé quy. Cay 13 mot tap hop khong rdng T céc phan tir

(duogc goi 1a cac dinh) dugc xac dinh dé quy nhu sau:
e Tap chi c6 mot dinh a 13 cdy, cdy ndy c6 gbc 13 a.

o Giasi Ty, Ty, ..., Ty (k=1) 1a cac ciy c6 gbc twong tng 14 1y,
I, ...., Iv , trong d6 hai cdy bat ky khong c6 dinh chung. Gia st r
1a mot dinh mai khong co trong cac cay do. Khi d6 tip T gdm
dinh r va tit ca cac dinh trong cic cay T; (i=1, ...., k) lap thanh
mot cady co géc la dinh r, va r 1a dinh cha cta dinh r; hay r; 1a
dinh con cua r (i=1, ..., k). Cac cay T; (i=1, ..., k) duogc goi la

cac cdy con cua goc r. Cay T dugc bi€u dien hinh hoc nhu sau:
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JANANA

Str dung dinh nghia cdy dé quy, chung ta c6 thé dé dang dwa ra cac
thuat toan dé quy cho cac nhiém vu xtr 1y trén cay.

Sau ddy chung ta xét xem c6 thé biéu dién cdy boi cac CTDL nhu thé
nao.

Cai dat cay
Cay c6 thé cai dit boi cac CTDL khac nhau. Chiing ta c¢6 thé sir dung

mang dé cai dit cay. Song cach nay khong thuan tién, it dugc st dung. Sau

day, chung ta trinh bay hai phuwong phép cai dit cdy thong dung nhét.

Phuong phap 1 (chi ra danh sach cac dinh con ctiia mdi dinh). Véi
moi dinh cia cdy, ta st dung mot con tro tré téi mot dinh con ciia néd. Va
nhu vdy, mdi dinh cua ciy duoc biéu dién bdi mot cAu tric gém hai thanh
phan: mot bién data Iuu dir lidu chta trong dinh d6 va mot mang child cac
con tro tré téi cac dinh con. Gia sir, mdi dinh chi c6 nhiéu nhat K dinh con,
khi d6 ta c6 thé md ta mdi dinh bdi cau tric sau:

const int K=10;

template <class Item>

{

Item data;
Node* child [K];
}s
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Chung ta c6 thé truy cap toi mot dinh bat ky trong cay bang cach di
theo cac con tré bat dau tir gbc cay. Vi vy, ta cin c6 mdt con tré ngoai tro

té1 goc cay, con tro root:

Node <Item>* root;
vo1 cach cai dat nay, cay trong hinh 8.1 dugc cai dat bo1 CTDT duoc biéu
dién hinh hoc trong hinh 8.2.

T T
B/ 3 \D
aTelel ole

olele] |olelel olole]

Hinh 8.2. Cai dat cay béi mang con tré.

Phuwong phap 2 (chi ra con ca va em lién ké cua mdi dinh). Trong
mot cdy, s6 dinh con cuia cic dinh ¢ thé rat khac nhau. Trong trudng hop
d6, néu sir dung mang con tro, s& lang phi bo nhé. Thay vi sir dung mang
con tro, ta chi sir dung hai con tré: con tro firstChild tré to1 dinh con ca va
con tro nextSibling tré téi em lién ké. Mdi dinh cua cdy duoc biéu dién boi
cau tric sau:

template <class Item>
struct Node

{
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Item data;

Node*; firstChild;
Node* nextSibling;

s

Chung ta cling can c6 mdt con tré ngodi root trd téi gde cay nhu trong
phuong phap 1. V61 cach nay, cay trong hinh 8.1 duogc cai dat béi CTDL
nhu trong hinh 8.3. D& dang thiy rang, xuat phat tir gbc di theo con tro
firstChild hodc con tré nextSibling, ta c6 thé truy cap t6i dinh bat ky trong
cdy. Ta c6 nhan xét rang, cac con tro nextSibling lién két cac dinh tao thanh

mot danh sach lién két biéu dién danh sach cac dinh con ctia moi dinh.

D root

A
//|.
B C D
| '0| > °
A y
E F G
° > o o o o

Hinh 8.3. Cai dat cay sir dung hai con tro.

Cén chu ¥ riang, trong mot sd trudng hop, dé thuan tién cho cac xir 1y,

ta c¢6 thé dua thém vao ciu trac Node mdt con tro parent tro t6i dinh cha.
8.2 DUYET CAY

Nguoi ta thuong st dung cdy dé t6 chire dir lidu. Khi dir liéu duge t6
chic dudi dang cay, thi hanh dong hay dugc sir dung la duyét cay. Duyét
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ciy c6 nghia 1a 1an luot thim cac dinh ciia cay theo mot trat tu nao do va
tién hanh cac xtr 1y can thiét véi cac dir liéu trong mdi dinh cua cy, ching
han nhu in ra cdc dir liéu d6. C6 ba phuong phép duy¢t cay hay dugc su
dung nhét trong cac tng dung la: duyét cdy theo thi¢ tw truwée (preorder),
theo thwr tuw trong (inorder) va theo thir tw sau (postorder). Ching ta xac
dinh cac phuong phap duyét cay nay. Cac phuong phép duyét cdy dugc mo
ta rat don gian bang dé quy. Gia sir T 1a cdy c6 gbc r va cac cdy con cia gbc
1a Ty, T, ..., Tx (k>=0).

Duyét cay T theo thir tu trudc co nghia la:
e Thim gbcr.
e Duy¢t lan luot cac cay con Ty,..., T theo thir tu trudc.

Chang han, xét cdy trong hinh 8.1. Thir tu cic dinh duoc thim theo
phuong phédp nay 1a A, B, E, F, C, D, G. Phan tich ky thuat duyét cay theo
thr tu trudc, ta rat ra quy luat di thim cac dinh cta cdy nhu sau: dau tién
tham gdc r , sau d6 di xudng tham con ca r; ctia gbe (r; 1a gde cua cdy con
T)), roi lai tiép tuc di xudng tham con cé cta ry... Khi khong di sau xudng
dugc, trc 1a dat té1 mot dinh khong c6 con (14), ta quay 1én cha cua n6 va di
xudng tham mot dinh con tiép theo (néu c¢6) cua dinh cha do6, rdi lai tiép tuc
di xudng... Qua trinh di tham cac dinh cua ciy trong hinh 8.1 dugc biéu dién
boi hinh 8.4. Nhu vay, duyét ciy theo tht tu trudc c6 nghia 1a xuat phat
tham tir gdc, luén ludn di sdu xudng tham cac dinh con, chi trir khi nao
khong xudng dudi duoc nita méi quay 1én dinh cha dé roi lai tiép tuc di
xudng. Do d6, k¥ thuat duyét cay theo thir tu trude con duge goi 1a ki thuét

tim kiém theo d¢ sau.
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Hinh 8.4. Tham cac dinh cia cay theo thir tw truwéc

Duyét cay T theo thwr tu trong dugc quy dinh nhu sau:
e Duyét cay con T, theo thu tu trong
e Thim gbcr
e Duyét lan luot cac cay con T, ..., Ty theo thir tu trong.

Vi dy, thtr tu céc dinh cia cay trong hinh 8.1 dugc tham theo thu ty 1a
E,B,F, A, C, G, D.

Duyét cAy T theo thir tw sau duoc tién hanh nhu sau:
e Duyét lan luot cac cay con Ty, ... Ty theo thir tu sau
e Thiam gbcr

Chrfmg han, cling v&i cay trong hinh 8.1, cac dinh dugc tham theo
phuong phép nay lan luot 1A E, F, B, C, G, D, A.

Bay gid ching ta cai dat cdc ham duyét cay. Cac k¥ thuat duyét cay
duoc xac dinh dé quy, vi vay dé dang cai dit cac ki thuat duyét cAy bai cac
ham dé quy. Sau day ta viét ham dé quy duyét cay theo thtr tu trudc: ham

Preorder. Him nay chira mot tham bién 1a con tro root tro t6i gbc cdy. Luu ¥

211



rang, C++ cho phép tham bién ctia mot ham co thé 1a ham. Chung ta dwa vao

ham Preorder mot tham bién khac, d6 1a ham véi khai bao sau:

void f(Item&);
Ham f 13 ham bat ky thuc hién cac xur ly nao do véi dir li€u cod kiéu Item,
trong d6 Item 1a kiéu cua dir liéu chira trong dinh cua cdy. Gia st cdy dugc
cai dat bang phwong phap sir dung hai con tro: firstChild va nextSibling. Khi

dé ham d¢ quy Preorder duoc cai dat nhu sau:

template <class Item>
void Preorder (Node<Item>* root, void f(Item&))

{
if (root ! = NULL)

{
f (root = data);

node <Item>* P =root = firstChild;
while (P ! = NULL)

{
Preorder (P, f);

P =P - nextSibling;

}

Chung ta ciing c6 thé cai dat ham Preorder khong dé quy. Mudn vay
chung ta cin sir dung mét ngin xép dé luu cac dinh nam trén dudng di tir
gbc t61 dinh dang dugc thim dé khi t6i mot dinh ma khong di sdu xudng
duoc thi biét duoc dinh cha ctia né ma quay 1én. Thay vi luu cac dinh, ngan

xép sé& luu cac con trd tré t6i cac dinh.
Ham Preorder khong d€ quy:

template <class Item>;
void Preorder (Node <Item>* root, void f (Item))
{
Stack <Node<Item>*> S; // Khoi tao ngin xép rong S luu
// cac con tro.
Node <Item>* P =root
while (P ! = NULL)
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f(P > data); ’
S. Push (P); // Bay con tré P vao ngan xép S
P =P - firstChild;

}
while (! S. Empty ())
d ,
P =S. Pop (); / Loai con tré P & dinh ngan xép.
P =P = nextSibling;
while (P ! =NULL)
{
f (P - data);
S. Push (P);
P =P - firstChild;
¥
}

b
MGt cach tuong tu, ban doc cé thé viét ra cac ham dé quy va khong dé
quy thuc hi¢n duyét cay theo thir tu trong: ham Inorder, va duyé¢t cay theo

thtr tu sau: ham Postorder.
8.3 CAY NHI PHAN

Trong muc nay, ching ta xét mot 16p cay dac bi¢t: Cay nhi phan
(Binary tree). Cdy nhi phan c6 thé réng (khong c6 dinh nao), néu khong
rong thi mdi dinh cua cdy nhi phan chi ¢6 nhiéu nhat hai con duoc phan biét
1a con trai va con phai. Piéu d6 co nghia rang, trong cdy nhi phan khong
rSng, mot dinh c6 thé khong c6 con, ¢ thé co dﬁy du ca con trai va con phai,
c6 thé ¢ con trai khong c6 con phai hodc ¢6 con phai nhung khéng ¢ con
trai. Hinh 8.5 biéu dién mot cay nhi phan: cac dinh A, C ¢6 hai con, dinh B

coO con phai, dinh F c6 con trai.

213



=
)

Hinh 8.5. Mgt ciy nhi phan
Chung ta c6 thé dinh nghia cdy nhi phan mét cach dé quy nhu sau:
e Mot tap rong 1 cAy nhi phan. Ta goi I cAy nhi phan rong

e Giad st Ty va T 1a hai cay nhi phan khong c6 dinh chung var 1a
mot dinh khong cé trong cac cay T va Tg. Khi d6 mét cay nhi
phan T duoc tao thanh véi gbe 1a r, 6 Ty 14 ciy con trai cia
gbc va Tg 1a cdy con phai ciia gbc. Cay nhi phan T duogc biéu

dién hinh hoc nhu sau:

0 U .

Trong dinh nghia trén, néu T khong rdng thi gdc cia n6 duoc goi la
dinh con trai cta r. Twong tu, néu Tr khong rdng thi gbc cua nd duge goi 1a

dinh con phai cuar.
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Mot vi du vé cdy nhi phén 14 cay bién thirc, né biéu dién céc biéu thirc
sd hoc. Trong cay biéu thirc, cac dinh trong biéu dién cac phép toan + , - , *,
/ ; cAy con trai (cdy con phai) ciia mot dinh trong biéu dién biéu thirc con 1a
toan hang bén trai (toan hang bén phai) ciia phép toan chira & dinh trong do;
cac 14 cua cdy biéu dién cac toan hang c6 trong biéu thirc. Chang han, biéu
thire a + (b — ¢) * d dugc biéu dién boi cay nhi phan nhu trong hinh 8.6. Cht
y rang, néu viét ra cac dinh cta cay biéu thirc theo thir ty sau, chiing ta nhan
dugc biéu thie s6 hoc dang postfix. Chang han véi cdy trong hinh 8.6, ta c6

biéu thirc dang postfix:abc— d * +.

Hinh 8.6. Cay nhi phan biéu dién biéu thirca+ (b —¢) * d

Sau day chung ta xac dinh mot $6 dang cay nhi phan dac biét s€ duoc

st dung dén sau nay.

Ciy nhi phan day da (full binary tree). Cay nhj phan rong (c6 do
cao 0), hodc ciy chi c6 dinh gbc (4 cao 1) dugc xem 1a ciy nhi phan day
du. Cay nhi phan c¢6 do cao h >= 2 dugc xem la dﬁy du, néu tat ca cac dinh &
cac mirc trén (mirc 1, 2, ..., h-1) déu c6 diy du ca hai con. Hinh 8.7 minh hoa

mdt cy nhi phan day di.
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Hinh 8.7. Céy nhi phan day da

Cay nhi phan hoan toan (complete binary tree). Cac cay nhi phan
c6 dd cao h<=1 (ttrc 1a cay rong hodc chi c6 mot dinh) 1a cAy nhi phan hoan
toan. Cay nhi phan c6 d6 cao h>= 2 dugc xem la hoan toan, néu

e Cay ké tir mtrc h — 1 trd 1én 1a cay nhi phan day du.

e O mich - 1, néu mot dinh chi ¢c6 mot con thi cdc dinh ding
trude nd (néu cb) co diy du hai con, néu mot dinh chi c6 mot
con thi n6 phai 1a dinh con trai.

Vi dy, cay trong hinh 8.8 1a cay nhi phan hoan toan.

mirc 1

mirc 2

&) mirc 3

mire 4

Hinh 8.8. Cay nhi phan hoan toan
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Cay nhij phan cin bang (balanced binary tree). Trong mot cdy nhi
phan, néu do cao ctia cay con trai cia mot dinh bat ky va do cao ciia cay con
phai ctia dinh do khac nhau khong qué 1 thi cdy duoc goi 1a cdy nhi phan

can bang. Hinh 8.9 minh hoa mét cdy nhi phin cn bang.

kS
ke

Hinh 8.9. Ciy nhi phan cin bang

Céu tric dir liéu biéu dién cAy nhi phan

Do modi dinh ctia cay nhi phan chi c6 hai cy con: cdy con trai va cay
con phai, nén cach biéu dién thong dung nhat 1a st dung hai con trd: con tro
left tro toi gbc clia ciy con trai, con tro right tré toi gbc cia cdy con phai,
khi ma cAy con trai (cAy con phai) rong thi con tro left (right) c6 gia tri 1a
NULL. Bing cach nay, mdi dinh cta cay nhi phan c6 ciu tric sau:

template <class Item>
struct  Node

{

Item data; // Dit liéu chira trong mdi dinh
Node* left;
Node* right;

s

Moi ciy nhi phan duoc biéu dién béi mdt con trd ngodi tré téi dinh

g0c cua cay: con tro root.
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Node* root;

Khi ma cdy nhi phan rdng, thi con trd root ¢6 gia tri 1a NULL. Chang
han, cay nhi phan trong hinh 8.5 duogc biéu dién boi CTDL duge minh hoa
trong hinh 8.10. C6 thé cai dit cdy nhi phan boi mang, ban doc hiy dua ra
cach cai dat nay (bai tap).

Biéu dién ciy nhi phan hoan toan béi mang. T cac tinh chat dic
biét ctia cay nhi phan hoan toan, chiing ta c6 thé dua ra cach cai dat rat don
gian va hiéu qua. Chiing ta danh s6 cac dinh cay nhi phan hoan toan theo thir
tu cac mirc tir trén xudng dudi, trong cling mot murc thi theo thir ty tir tréi
qua phai, bat dau tir gdc duogc danh sb 13 0, nhu trong hinh 8.8. Vi cach
danh s6 nay, ta c6 nhan xét ré‘mg, néu mot dinh duoc danh sb 13 i thi dinh
con trai (néu c6) 1a 2*i + 1, dinh con phai (néu c6) 13 2*i + 2, con cha cua i
1a dinh (i - 1)/2. Do d6 chung ta ¢ thé sir dung mot mang T dé luu cac dinh
cua cay nhi phan hoan toan, dinh i (i =0, 1, 2,...) dugc lIuu trong thanh phﬁn
T[1] ciia mang.
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Hinh 8.10. Cai dat cay nhi phin si dung con tré.

Duyét cdy nhi phan. Cing nhu dbi véi cay tong quat, nguoi ta
thuong tién hanh duyét cay nhi phan theo thtr tu trudce, trong va sau. Duyét
cdy nhi phan theo thir ty trudc (Preorder) c¢6 nghia 1a: Néu cdy khéng rong
thi tham gdc trudc, sau d6 duyét ciy con trai cia g theo thir ty trude, roi
duyét cay con phai cua gdc theo thir tir trude. Ching ta co thé d& dang cai
dat phuong phép duyét cay nhi phan theo tha ty trudc bdi ham dé quy nhu

sau.

template <class Item>
void Preorder (Node <Item> * root, void f (Item &))
// Tham céac dinh cua cay nhi phan theo thir tu trudce
// va tién hanh cac xt 1y (duwoc mé ta boi ham f) véi dix
// liéu chtra trong mdi dinh cua cay.
{if (root! = NULL)

{

f (root = data);

Preorder (root = left, f);
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Preorder (root = right, f);
}

Ban doc hay ty minh dua ra dinh nghia duy¢t cay nhi phan theo thir tu
trong va theo thir tu sau, va viét cac ham dé quy cai dat cac phuong phap

duyét cay do (bai tap).
8.4 CAY TiM KIEM NHI PHAN

Mot trong cac ung dung quan trong nhat ctia cay nhi phan 1a s dung
cdy nhi phan dé t6 chuc dit lidu. Trong cac chuong trinh, thong thuong
chung ta can phai luu mdt tap cac dir liéu, 1o thuong xuyén phai thuc hién
ca phép toan: tim kiém dit liéu, cap nhat dir liéu... Trong cac chuong 4 va 5,
chung ta da nghién cutru sy cai dat KDLTT tap dong (mot tap dir liéu véi cac
phép toan tim kiém, xen, loai...) boi danh sach. Néu tap dir liéu dugc luu
trong DSLK thi cac phép toan tim kiém, xen, loai, ... doi hoi thoi gian O(n),
trong d6 n 1a sb dit liéu. Néu tap dit liéu dugc sip xép thanh mot danh sach
theo thtr ty ting (giam) theo khéa tim kiém, va danh sach nay duoc luu trong
mang, thi phép toan tim kiém chi doi hoi thoi gian O(logn) néu sir dung k¥
thuat tim kiém nhi phan (muc 4.4), nhung cac phép toan xen, loai van can
thoi gian O(n). Trong muc nay, ching ta s& nghién ctru cach to chirc mot tap
dir li¢u dudi dang cay nhi phan, cac dit liéu dugc chira trong cac dinh ctua
cay nhi phan theo mot trat tu xac dinh, cAu truc dir lidu nay cho phép ta cai
dat cac phép toan tim kiém, xen, loai,... chi trong thoi gian O(h), trong d6 h
la d§ cao cua cay nhi phan.

8.4.1 Cay tim kiém nhij phan

Gia st chung ta c6 mdt tap dir li€u, cac dir liéu cod kiéu Item nao do
chtra mét thanh phan duoc 1dy 1am khéa tim kiém. Chung ta gia thiét rang
cac gia tri khoa c6 thé sap tht tu tuyén tinh, théng thudng cac gia tri khoa 1a
cac s6 nguyén, cac sé thuc, cac ky tu hodc xau ky tu. Chung ta s& luu tap dir

liéu do trong mot cay nhi phan (khoa cua dir liéu dugc noi té1 nhu 1a khoa
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cua mdt dinh) theo trat tu nhu sau: gid tri khoa cua mot dinh bét ky 16n hon
cac gia tri khoa cua tat ca cac dinh & cdy con trai ciia dinh d6 va nho hon céc
gia tri khoa cta tit ca cic dinh & cdy con phai cua dinh d6. Do d6, chung ta

c6 dinh nghia sau:

Caiy tim Kiém nhi phan (binary search tree) 1 cdy nhi phan théa man
tinh chét sau: d6i v6i mdi dinh x trong ciy, néu y 1a dinh bat ky & ciy con
trai cua x thi khoa cua x 16n hon khoa cua y, con néu y 1a dinh bat ky & cay

con phai cta x thi khoa cua x nho hon khoéa cta y.

Vi du. Chung ta xét cac cay nhi phan vai cac gia tri khoda cta cac dinh
1a cac sb nguyén. Cac cdy nhj phan trong hinh 8.11 1a céc cdy tim kiém nhi
phan. Chiing ta c6 nhin xét rang, cac cAy tim kiém nhj phan trong hinh 8.11
biéu dién cting mét tap hop dit liéu, nhung cay trong hinh 8.11a ¢6 d6 cao 1a
3, cay trong hinh 8.11b ¢6 dd cao 13 4, con cay trong hinh 8.11c¢ c6 tat ca cac
cay con trai cua cac dinh déu rong va nd co do cao 1a 6. Mot nhan xét quan
trong khéac 13, néu ching ta duyét cdy tim kiém nhi phan theo thtr tu trong,
chung ta s€ nhan dugc mdt day dir liéu duoc sép xép theo thir tu khoa ting
dan. Chang han, véi cac cay tim kiém nhi phan trong hinh 8.11, ta c6 diy
cac giatrikhoéalal, 3,4,5,7,9.
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Hinh 11. Céc ciy tim kiém nhi phan

Chung ta ciing ¢6 thé dinh nghia cay tim kiém nhi phan boi dé quy

nhu sau:
e Cay nhj phan rdng 13 cay tim kiém nhi phan
e Cay nhj phan khong rdng T 14 cay tim kiém nhi phan néu:

1. Khoa cua goc 16n hon khoa cua tat ca cac dinh ¢ cay con trai Ty

va nhé hon khoa cua tat c4 cac dinh & cdy con phai Ty,

2. Cay con trai T va cady con phai Ty la cac cay tim kiém nhi

phan.
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Str dung dinh nghia dé quy nay, chung ta dé dang dua ra cac thuat
toan dé quy thuc hién cac phép toan trén cdy tim kiém nhi phan, nhu ching

ta s& thdy trong muc sau day.
8.4.2 Cac phép toan tiap dong trén ciy tim kiém nhi phan

Bay gio chung ta xét xem céac phép toan tip dong (tim kiém, xen,
loai, ...) s€ dugc thuc hién nhu thé nao khi ma tap dir liéu duoc cai dat boi
cdy tim kiém nhi phan. Ching ta s& chi ra rang, cac phép toan tap dong trén
cay tim kiém nhi phan chi doi hoi thoi gian O(h), trong d6 h 1a d cao cua
cay. Nhu doc gia da théy trong hinh 8.12, mot tap dir li¢u co thé luu trong
cac cdy tim kiém nhi phan c6 do cao cua cay c6 thé 1a n, trong d6 n 1a s6 dir
liéu. Nhu vay, trong truong hop x4u nhat thoi gian thuc hién cac phép toan
tap dong trén cdy tim kiém nhi phan 1a O(n). Tuy nhién, trong muc 8.5
chung ta s& chimg t6 rang, néu cy tim kiém nhi phan dugc tao thanh bang
cach xen vao cac dir liéu duoc léy ra tr tap dit liéu mot cach ngau nhién, thi
thoi gian trung binh cua céc phép toan tap dong 13 O(logn). Hon nita, bang
cach ap dung cac k¥ thuat han ché d6 cao cua cay, ching ta c6 thé dam bao
thoi gian logarit cho cac phép toan tap dong trén ciy tim kiém nhi phan

(xem chuong 11)

Dudi day chung ta s€ dua ra cac thuat toan thuc hién cac phép toan tap
dong trén cdy tim kiém nhi phan. Chung ta s& mé ta cac thuat toan boi cac
ham dudi dang gia ma . Trong cac thuat toan, chung ta sé st dung cac ky
hiéu sau day: T 1a cay tim kiém nhi phan c6 gdc 1a root, dit liéu chta ¢ gbc
dugc ky hiéu 13 rootData, cdy con trai ctia goc 1a Ty, cAy con phai cta gdc 13
Tg; v 1a mgt dinh, di liéu chtra trong dinh v dugc ky hi¢u 1a data(v), dinh
con trai cua v la leftChild(v), dinh con phai 1a rightChild(v); dir li¢u trong
cac dinh co kiéu Item, khoa cta dit lidu d duoc ky hi¢u la d.key.

Phép toan tim kiém. Cho cdy tim kiém nhi phan T, dé tim xem ciy T
c6 chira dir lidu voi khéa k cho trude hay khong, chiing ta kiém tra xem goc
c6 chira dit liéu v6i khoa k hay khong. Néu khong, gia sir k < rootData.key,

khi d6 do tinh chat ctia cay tim kiém nhj phan, dit liéu v6i khoa k chi c6 thé
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chura trong cay con trai cua goc, va do do, ta chi can tiép tuc tim kiém trong
cay con trai cia goc. Tuong tu, néu k > rootData.key, sy tim kiém dugc han
ché trong pham vi cdy con phai ctia goc. Tur do, ta c6 thuat toan tim kiém dé

quy sau:

bool Search (T, k)
// Tim dir li€u voi khoéa k trong cay tim kiém nhi phan
// Ham tra vé true (false) néu tim théy (khong tim théy)
{
if (T rong)
return false;
else if (rootData.key = = k)
return true;
else if (k <rootData.key)
Search (T, k);
else Search (Tg, k)’
§

Phan tich thuat todn dé quy trén, chiing ta dé dang dua ra thuat toan
tim kiém khong dé quy. Str dung bién v chay trén cac dinh cia cay T bat dau
tir gbc. Khi v 1a mot dinh nao d6 cua cay T, chiing ta kiém tra xem dinh v ¢6
chtra dir liéu véi khoa k hay khong. Néu khong, tiy theo khéa k nho hon
(16n hon) khéa cta dir liéu trong dinh v ma ching ta di xuéng dinh con trai

(con phai) ctia v. Thuét toan tim kiém khong dé quy 1a nhu sau:

bool Search (T, k)
{
if (T rong)
return false;
else {
V =r100t;
do {
if (data (v).key ==k)
return true;
else if (k <data (v).key)
if (v co con trai)
v = leftchild (v);
else return false;
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else if (v co con phai)
v =rightchild (v);
else return false;

}
while (1);

Céc dinh ma bién v chay qua tao thanh mot duong di tir gbc hudng toi
mot 14 cta cdy. Trong truong hop xdu nhat, bién v s& dimg lai & mot dinh 4.
Boi vi 6 cao cua cdy 1a d6 dai cua duong di dai nhat tir gbe t6i 14, do d6
thoi gian ciia phép toan Search 1a O(h). Chung ta nhan thiy co sy tuong tu
giita k¥ thuat tim kiém nhi phan (xem 4.4) va k¥ thuat tim kiém trén cy tim
kiém nhi phan. Trong qua trinh tim kiém trén cdy tim kiém nhi phén , tai
mdi thoi diém chung ta han ché tim kiém & cdy con trai hodc & cdy con phai;
con trong tim kiém nhi phan chung ta tiép tuc tim kiém ¢ ntra bén trai hay
ntra bén phai ciia mang. Tuy nhién trong tim kiém nhi phan, tai mdi thoi
diém khong gian tim kiém (mang) dugc chia doi, nira bén trai va nira bén
phai bang nhau; diéu d6 dam bao thoi gian trong tim kiém nhi phan 13
O(logn). Nhung trong cay tim kiém nhi phn, cdy con trai va cdy con phai c6
thé ¢o s dinh rat khac nhau, do d6 néi chung thoi gian tim kiém trén cay tim
kiém nhi phan khong phai 1a O(logn), chi c6 thoi gian nay khi ma cay tim

kiém nhi phan dugc xay dung “can bang” tai moi dinh.

Cac phép toan tim dir li€éu c6 khoa nhé nhét (phép toan Min) va
tim di liéu c6 khéa 16n nhat (phép toan Max)

Do tinh chit cta cdy tim kiém nhj phan, néu ciy con phai khong rdng
thi dir liéu c¢6 khoa 16n nhat phai nim & cdy con phai; twong tu, néu ciy con
trai khong rong thi dir liéu c6 khéa nho nhat phai ndm & ciy con trai. Tir do,
chung ta dé dang dua ra thuat toan dé quy tim dir liéu c¢6 khoa 16n nhat (nho
nhat). Sau dy 1a ham Min dé quy:

Item Min (T)

/I Cay T khong rong )
// Ham tra vé dir liéu c6 khoa nho nhat.

225



if (cay con trai T rong)
return rootData;
else return  Min (Ty);

h

Chung ta c6 nhan xét réng, dinh chaa dit liéu c6 khoa 16n nhat (nho
nhat) 1a dinh ngoai ciing bén phai (ngoai cung bén trai). Chung ta c6 thé dat
t& dinh ngoai cting bén phai (ngodi cung bén trai) bang cach xudt phat tir
gbc va ludn ludn di xuéng nhanh bén phai (luén ludn di xudng nhanh bén
trai). Do d0, ching ta c6 thé dua ra thuat toan khong dé quy cho phép toan
Min nhu sau:

[tem Min (T)
{

V =100t;

while (v ¢6 dinh con trai)
v = leftChild (v);

return data (v);

}

Phép toan xen (Insert). Chung ta cin xen vao cdy tim kiém nhi phan
T mot dinh méi chira dir li¢u d, nhung can phai ddam bao cdy nhan dugc sau
khi xen van con 13 cdy tim kiém nhj phan. Néu cay T rdng thi ta chi can tao
ra cdy T chi c6 mot dinh gdc chua dit liéu d. Trong trudng hop cay T khong
rong, néu d.key < rootData.key (d.key > rootData.key) thi dé dam bao tinh
chat ctia cay tim kiém nhi phén, chung ta can phai xen dinh méi chira dir liéu

d vao cay con tréi cua gdc (cdy con phdi cua goc).
Ham Insert d¢ quy nhu sau:

void Insert (T, d)
// xen vao cay T mot dinh méi chira dir ligu d

{
if (T rong) ,
Tao ra cay T chi c6 goc chira dir liéu d;
else if (d.key < rootData.key)
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insert (T, d);
else if (d.key > rootData.key)
insert (Tg, d);

Thuat todn Insert khong dé quy cling tuong tu nhu thuat toan Search
khéng dé quy. Néu cay T khong rdng, ta xudt phat tir gbc va khi & mot dinh
thi ta di tiép xudng dinh con trai, hodc dinh con phai hoan toan giéng nhu
khi tim kiém, va dimg lai tai dinh v khi ma d.key < data (v).key nhung dinh
v khong ¢6 con trai, hoac khi ma d.key > data (v).key nhung v khong c6 con
phai. Sau d6, ta gn dinh mai chira dit liéu d 1am dinh con trai cta dinh v khi
ma d.key < data (v).key, hoic gin dinh méi lam dinh con phai cua v trong
truong hop kia. Chang han, néu chung ta xen vao cdy trong hinh 8.11b dinh
mai chira dit li€u vaoi khoa 6, ta nhan dugce cay trong hinh 8.12a, con néu xen

vao dinh ¢6 khoa 11, ta nhan dugc cdy trong hinh 8.12b.
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Hinh 8.12. (a) Xen vao cay 8.11b dinh méi c6 khéoa 6
(b) Xen vao cay 8.11b dinh méi cé khéa 11

Phép toan loai (Delete). Chung ta cin phai loai khoi cdy T mot dinh
chtra dir liéu v6i khoa 1a k. Phép toan Delete 13 phép toan phirc tap nhat
trong cac phép toan trén cay tim kiém nhi phan. Trudc hét, ching ta can
phai 4p dung tha tuc tim kiém dé dinh vi dinh can loai trong cdy. Gia sir dinh
can loai 1a dinh v. Céc budc can tién hanh tiép theo phu thudc vao dinh v chi
c¢6 nhiéu nhat 1a mot con hay c6 diy du ca hai con. Chiing ta xét timg truong
hop:

1. Dinh v chi ¢6 nhiéu nhat mot con (tic 1a v chi c6 con phai, hoic
chi ¢o con trai, hodc v 14 13). Trudng hop nay rat don gian, chang han gia sir
dinh v chi ¢6 con phai, khi d6 néu cha cua v 1a dinh p va v 13 con trai cia p
thi ta chi can dit con trai ctia p 12 con phai cua v. Chang han, xét cay trong
hinh 8.13a, dinh can loai la dinh 2, dinh nay chi c6 con phai la dinh 3, dinh 2
1a con trai cua dinh 5. Dé loai dinh 2, ta chi can dit con trai cta dinh 5 1a

dinh 3, ta nhan dugc cay trong hinh 8.13b.
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2. Chung ta c6 nhan xét rang, phép toan loai khoi cdy dinh c6
khoa nho nhét (Delete Min) 14 truong hop riéng cua trudng hop nay, boi vi
dinh c6 khéa nho nhat 13 dinh ngoai ciing bén trai cta cdy, n6 1a dinh khong

cO con trai.

@ N

@/ \
N 6 e

Hinh 8.13. (a) Mot cay nhi phan

(b) Cay nhi phan (a) sau khi loai dinh 2
(c) Cay nhi phan (a) sau khi loai dinh 7

3. Dinh v c6 ddy du ca hai con, chang han dinh 7 trong cdy hinh
8.13. Van dé dat ra 1a sau khi bo di dinh v, ching ta can phai bd tri cac dinh
con lai ciia cay nhu thé nao dé nd van con 13 ciy tim kiém nhi phan. Cach
giai quyét vin dé 1a quy vé truong hop da xét, tirc 1a ching ta can bién doi
cay thé nao dé dan dén chi can loai dinh c6 nhiéu nhat mot con. Trong cay

con bén phai cua dinh v, dinh c6 khoa nho nhat 1 dinh ngoai cing bén trai,
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gia st d6 1 dinh u. Néu chung ta thay dit liéu chia trong v bai dit liéu chira
trong dinh u thi thay vi loai dinh v ta chi can loai dinh u, ma dinh u thi
khong c6 con trai. Chang han, trong cay hinh 8.13a, gia str dinh v 14 dinh
chtra khoa 7, khi d6 dinh u la dinh chira khéa 8. Sau khi sao chép dir liéu tir
dinh u sang dinh v va loai dinh u ta nhan dugc cay trong hinh 8.13c. Ban doc
dé dang ching minh dugc rang cac hanh dong nhu trén sé dam bao ciy két

qua van con 1a cay tim kiém nhi phan (bai tap).

Téng két cac budc da trinh bay trén, chiing ta dua ra thuat toan loai dé

quy nhu sau:

void Delete (T, k)
// Cay T khong rong
// Loai khoi cay T dinh chtra dit 1i€u véi khoa k
{
if (k <rootData.key)
Delete (T, k); //Loai & cay con trai
else if (k > rootData.key)
Delete (Tg, k); / Loai & cay con phai
else if (ca hai T va Ty khong rong)

{
rootData = Min (Tg);
DeleteMin (Ty);
}
else if ( T rong )
T="Tg;
else T="Ty;

}

Chung ta ciing c6 thé dua ra thuat toan loai khong dé quy. Pé xac dinh
dinh can loai, ta chi cAn mot bién v chay trén cac dinh cta cay bt dau tir gbe
va ding lai tai dinh can loai (nhu trong thuat toan tim kiém khong dé quy).
Tiép theo dé xac dinh dinh ngoai cung bén trai trong ciy con phai cua dinh
v, chung ta can sit dung hai bién: bién u ghi lai dinh ngodi cling bén tréi

trong cdy con phai cua dinh v va bién p ghi lai cha cta dinh u. Sao chép dir
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lidu tir dinh u 1én dinh v. R6i sau d6 gan con méi cho dinh p khi bo di dinh

u. Doc gia hiy viét ra thuat toan loai khong dé quy nay (bai tap).

Chung ta ¢6 nhan xét rang, cac phép toan Insert, Delete ciing chi doi
hoi thoi gian O(h), boi vi qua trinh xac dinh vi tri dé xen hodc vi tri dé loai 1a
qua trinh di tir géc xubng 1a va xem xét dit liéu chira trong cac dinh trén
duong di do.

8.5 CAIPAT TAP PONG BOI CAY TiM KIEM NHI PHAN

Trong muc trudc chiing ta da nghién ctru céc thuat toan thyc hién cac
phép toan tap dong (Search, Insert, Delete, Min, Max, DeleteMin) khi tap dir
lidu dugce cai dit boi CTDL cdy tim kiém nhi phan. Trong muc nay, ching ta
s& nghién ctru sy cai dat KDLTT tap dong. Trude hét, ching ta s& gia thiét
réng, dit liéu dugc luu trong dinh cua cay tim kiém nhi phan co kiéu Ttem,
Item 14 kiéu bat ky chira mot truong key (khéa tim kiém) co kiéu 1a
keyType, keyType 14 kiéu co thi ty bat ky (chiang han int, double, char,
string). Dé don gian cho cach viét, ta gia thiét ring, chiing ta c6 thé truy cap

tryc tiép t6i truong key, chang han khi Item 13 mot struct.

KDLTT tap dong s€¢ dugc cai dat boi 16p khuon phu thude tham bién
kiéu Item, 16p nay duogc dat tén 14 16p BSTree (16p cay tim kiém nhi phan).
Trudc hét, chung ta xay dung 16p BSNode (16p dinh cdy tim kiém nhi phan).
Lép BSNode cung 1a 16p khuon phu thude tham bién kiéu Item va dugc md
ta trong hinh 8.14. Can luu ¥ rang, tit ca cac thanh phan cua 16p BSNode
déu 1a private, nhung khai bao 16p BSTree 1a ban dé cac ham thanh phan
cia 16p BSTree c6 thé truy cip truc tiép dén cac thanh phan cia 16p
BSNode, 16p BSNode chi chira mot ham kién tao.

template <class Item>

class BSTree; //khai thac trudc
template <class Item>

class BSNode

{
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Item data;

BSNode* left;

BSNode* right;

Node (const Item & element)

// Khéi tao mot dinh chira dir li€u la element

: data (element), left (NULL), right (NULL) {}
friend class BSTree <Item>;

35

Hinh 8.14. Lép dinh cAy tim kiém nhi phan

Bay gid ching ta thiét ké 16p BSTree. Lop ndy chi chira mot thanh
phan dir liéu 13 con trd root tré tdi gbc cdy. Chiing ta s& cai dat cic ham thuc
hién céc phép todn tdp dong (cac ham Search, Insert, Delete...) theo cac thuat
toan dé quy da trinh bay trong muc 8.4.2. Nhung cdc ham nay nam trong
giao dién cua 16p BSTree, ching khong chira tham bién root. Vay lam thé
nao dé co thé viét cac 1o goi d¢é quy? K¥ thuat dugc st dung ¢ day la, chung
ta dua vao cac ham an tuong ung, cidc ham nay chira mot tham bién 13 con
trod tro to1 géc cac cay con. St dung cac ham an, viéc cai dat cac ham trong
giao dién cuia 10p sé& rat don gian, chi can goi cac ham an twong Gng v4i tham

s6 14 con tro root. Lop BSTree dugc khai bo trong hinh 8.15.

template <class Item>
class BSTree
{
public:
BSTree () / Khéi tao cdy rong
{root = NULL;}
BSTree (const BSTree & T); // Ham kién tao copy
BSTree & Operator = (const BSTree & T); //Toan tir gan.
virtual ~ BSTree () / Ham huy
{ MakeEmpty (root); }
bool Empty () const
{return root == NULL;}
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void Insert (const Item & element);

// Xen vao dir liéu méi element

void Delete (keyType k);

// Loai dir li€u co6 khoa la k

[tem & DeleteMin ()

// Loai dit liéu c6 khoa nho nhat; ham tra vé

// dit lidu nay, néu cay khong rong

bool  Search (keyType k, Item & I) const;

// Tim dit lidu c6 khéa k, bién I luu lai dit lidu do.

// Ham tra vé true néu tim thiy, false néu khong.

Item & Min() const;

// Ham tra vé dir liéu c6 khoa nhé nhat, néu cdy khong rong.
Item & Max () const;

// Ham tra vé dit liéu c6 khoa 16n nhat, néu ciy khong rdng.
typedef BSNode <Item> Node;

private:

Node * root;

// Cac ham an phuc vu cho cai dat cac ham public:
void MakeEmpty (Node * & P);

// Lam cho cdy gbc tro boi P tr thanh réng, thu hoi cac
// t& bao nhé da cap phat cho cac dinh cia cdy.

void Insert (const Item & element, Node* & P);

// Xen dit liéu méi element voa cay gdc trd boi P.

void Delete (keyType k, Node* & P);

// Loai di liéu c6 khoa k khoi cay gbc tro boi P

Item & DeleteMin (Node* & P);

// Loai dif liéu c6 khoa nho nhét khoi cay gbc tro boi P
Item & Min(Node * P) const;

// Ham tra vé dit liéu c6 khoa nho nhat

// trén cay gdc tro bai P.

Item & Max( Node * P) const;

// Ham tra vé du liéu c6 khoa 16n nhat.

Item & CopyTree (Node* Q, Node* & P);

// Copy cdy gbc tro bai Q thanh ciy gdc tro bai P

Hinh 8.15. Lép cay tim Kiém nhi phan
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Sau ddy chung ta cai dit cac ham thanh phan cua 16p BSTree. Cac
ham trong muc public dugc cai dat rat don gian, chi can goi cac ham an

tuong Gng va thay tham bién P boi con tro root. Ching ta viét ra mot s ham

template <class Item>
BSTree <Item> : : BSTree (const BSTree <Item> & T)

{
root = NULL;

*this = T;
J

template <class Item>
BSTree<Item> & BSTree <Item>: : Operator = (const BSTree <Item>
& T)

{
if (this ! = T)

{
MakeEmpty (root);

if (T.root ! = NULL)
CopyTree (&T, root);

}

return * this;

}

template <clas Item>
void BSTree <Item> : : Insert (const Item & element)

{

Insert (element, root);
b

Cac ham thanh phﬁn public con lai dugc cai dat tuong tu, chi chua
mot 101 goi ham an tuong tng, ban doc hay tu viét ra cic ham do.

Van dé con lai cta chung ta 1a cai dat cac ham an. TAt ca cac ham an
nay déu c6 mot diém chung 1a cdc ham dé quy, chira mot tham bién dé goi
dé quy, d6 1a bién con tro P tro t6i gdc cdy. Chung ta s& cai dit cac ham dé
quy nay theo cac thuat toan dé quy da dugc dua ra trong muc 8.4.2.

template <class Item>
void BSTree <Item> : : MakeEmpty (Node* & P)
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{
if (P! =NULL)
{
MakeEmpty (P = left);
MakeEmpty (P = right);
delete P;
P=NULL;
b
}

template <class Item>
void BSTree <Item> : : Insert (const Item & element, Node * & P)
{
if (P==NULL)
P =new Node<Item> (element);
else if (element.key < P - data.key)
Insert (element, P = left);
else if (element.key > P - data.key)
Insert (element, P = right);

}

template <class Item>
Item & BSTree <Item> : : DeleteMin (Node* & P)
{
assert (P ! = NULL); // Kiém tra cAy khong rong
if (P = left ! = NULL)
return DeleteMin (P = left);
else {
Item element =P - data;
Node <Item>* Ptr=P;
P =P - right;
delete Ptr;
return element;

}
b

template <class Item>
void BSTree <Item> : : Delete (keyType k, Node* & P)

{
if (P! =NULL)
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if (k <P - data.key)
Delete (k, P = left);
else if (k> P = data.key)
Delete (k, P = right);
else
if (P = left '=NULL) & & (P - right != NULL))
// Pinh P ¢ day du 2 con.
P = data = DeleteMin (P = right);
else {
Node <Item> * Ptr=P;
P=(P - left ! =NULL)? P - left : P = right;
delete Ptr;

j
b

template <class Item>
bool BSTree <Item>: : Search (keyType k, Item & I, Node* P)

{

if (P!=NULL)
if (k ==P - data.key
{
=P - data;
return ftrue;
}

else if (k < P - data.key)
return Search (k, I, P 2 left);
else return Search (k, I, P = right);
else {
I = *(new Item);
return false;

}
}

Khi sir dung ham Search, can cha y rang néu khong tim thdy (ham tra

vé false) thi gia trj luu trong bién I chi 1a gié tri gia tao!

template <class Item>
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[tem & BSTree <Item> : : Min(Node* P)

{
assert (P! = NULL);

if (P = left ! = NULL)
return  Min(P = left);
else return P - data;

}

template <class Item>
void BSTree <Item> : : CopyTree (Node*Q, Node* & P)

{
if (Q==NULL)
P=NULL;
else {
P =new Node <Item> (Q - data);
CopyTree (Q =2 left, P = left);
CopyTree (Q -2 right, P = right);

b
b

Trén day chung ta da trinh bay mot cach thiét ké 16p BSTree, trong d6
chung ta da cai dat cac phép toan tap dong (Search, Insert, Delete, Min,
Max, DeleteMin) st dung cac thuat todn dé quy. Puong nhién, ban cling c6
thé cai dat cac phép toan tap dong khong dé quy, va do d6 ban khong can
dua vao cac ham an. Ban hay thiét ké va cai dat 16p BSTree theo cach d6
(bai tap).

8.6 THOI GIAN THUC HIEN CAC PHEP TOAN TAP PONG
TREN CAY TiM KIEM NHI PHAN

Trong muc 8.4.2 chling ta da chi ra rﬁng, tho1 gian thuc hién cac phép
toan Search, Insert va Delete trén cdy tim kiém nhi phan 1a O(h), trong d6 h
1a d6 cao cuia cdy. Tuy nhién, cting mot tap dit liéu chung ta ¢6 thé luu trong
cac cdy tim kiém nhi phan c6 do cao rat khac nhau. Chiing ta da chi ra diéu
d6 trong hinh 8.11, & d6 ching ta dd dua ra ba cdy tim kiém nhj phan cing
biéu dién mot tap gdm 6 dir liéu véi cac gia tri khoéa 1a 4, 1, 3, 7, 5, 9. Xuat

phat tir cay tim kiém nhi phan rdng, bang cach st dung phép toan xen vao
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cady mot day cac dir li€u, ta s€ nhan dugc mdt cay tim kiém nhi phan biéu
dién tap dir liéu d6. Chang han, chung ta ¢ cdy trong hinh 8.11a, khi chiing
ta Xen vao cdy rong lan luot cac dit liéu véi cac khoa 4, 7,5, 1, 3, 9; cay nay
c6 do cao 1a 3. Nhung néu chiing ta xen vao ciy rong lan lugt cac dir liéu véi
cac gia tri khoa duoc sép Xép theo thir tu tang dan, ching ta s€ nhan duoc
cay trong hinh 8.11c. Cay 8.11c c6 dic diém 1a tit ca cac cdy con trai cia
mdi dinh déu rong, n6 ¢ do cao 1a 6, cay nay thuc sy 1a mot DSLK, viéc tim
kiém, xen, loai trén cay nay la tim kiém, xen, loai trén DSLK. Nhu vay, cay
tim kiém nhi phan biéu dién tdp N dit liéu trong trudng hop xau nhat (khi
cay suy bién thanh DSLK), tho1 gian thuc hi¢n cac phép toan Search, Insert,
Delete trén cay tim kiém nhi phan 1a O(N).

Mot cau hoi duge dit ra 13, co thé xdy dung duoc cay tim kiém nhj
phan biéu dién tap N dir liéu voi do cao nho nhét co thé duogc bﬁng bao

nhiéu? Co thé ching minh duoc khang dinh sau day:
Do cao nho nhit cta cay nhi phan N dinh 13
h=[log(N + 1)]
trong d6, [x] ky hiéu sb nguyén nho nhat > x, chang han [3, 41] = 4.

Cay nhi phan hoan toan, hodc ciy nhi phan can bing s& 1a cac ciy c6
d6 cao ngan nhat nhu trén. Nhu vy trong trudng hop t6t nhat thi thoi gian
thuc hién cac phép todn Search, Insert, Delete 1a O(logN).

Cay tim kiém nhi phan ngiu nhién. TU cdy tim kiém nhi phan ban
dau rong, chung ta xen vao cdy N dit liéu theo mot thir tu ngiu nhién; ching
ta s& goi cdy tim kiém nhi phan nhin duoc bang cach d6 13 ciy tim kiém
nhi phan dwgc xidy dung mot cach ngiu nhién, hay gon hon: ciy tim
kiém nhi phan ngiu nhién.

Nguoi ta da chimg minh duoc rang, do cao trung binh cua cdc cdy tim
kiém nhi phan ngiu nhiéu véi N dinh 1a O(logN). Tir két qua nay chung ta
suy ra rang, thoi gian trung binh cia cac phép todn Search, Insert, Delete,

Min, Max, ... trén cy tim kiém nhi phan ngau nhién 13 O(logN).
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BAI TAP.

1. Hay dua ra cach biéu dién cay boi mang. Mo ta CTDL biéu dién cay
theo cach do6 bang céac khai bao trong C + +.

Hay viét ra danh sach cac dinh khi duyét cay theo cac thir tu preorder,
inorder va postorder.

2. Cho cay:

3. Gid su cay duge biéu dién bang cach sir dung hai con tro firstChild va
nextSibling. Bang cach st dung ngan x&p, hay viét cac ham khong d¢
quy duyét cay theo thtr tu inorder va postorder.

4. Mo ta va cai dat 16p dinh cay nhi phan (class BinaryNode). Lop nay
can thoa man cac doi hoi sau:

e Chira ba bién: data (luu dir liéu chta trong dinh), hai con tro
left va right.

e Ham kién tao dé tao ra mot dinh chira dit liéu d cho truée, hai
con tro left va right déu 1a NULL.

 Chira cac ham printPreorder( ),printInorder( ) va printPostorder(
) dé in ra cac dit liéu luu trong cac dinh cta cay con véi goc tai
dinh dang xét theo cac thir tu trudc, trong va sau.

5. Su dung l6p dinh cay nhi phan (bai tap 4), hdy dédc ta va cai dat lop
cay nhi phan (class BinaryTree) theo cac doi hoi va chi dan sau day:
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e Muc private chira con trod root tré téi dinh géc cay va cac ham
an can thi€t cho su cai dat cac ham trong muc public.
e Muc public chtra cac ham sau:

Ham kién tao mic dinh tao ra cay rong.

Ham kién tao ra cay chi c6 mot dinh géc chtra dur liéu d
cho trudec.

Ham kién tao copy.

Ham huy.

Toan tur gan.

Ham kiém tra cay c6 rong khong.

Ham cho biét d6 cao cua cay.

Ham cho biét sb dinh trong cAy.

Céc ham in ra cac dir li€u chtra trong cac dinh cua cay
theo thur tu preorder, inorder va postorder.

6. Hay dac ta va cai dat ba 16p cong cu 1ap trén cay nhi phan: Prelterator,
Inlterator va Postlterator, chtra cdc ham cong cu gitp ta duyét cay nhi
phan theo cac tht tu trude, trong va sau. Mdi 16p can chira ham kién
tao va bon ham sau:

1) Ham start( ) xac dinh dinh bat ddu duyét. Chang han, véi cay
nhi phan sau day, néu duyét theo thu tu trudc thi bét dau la dinh
A, con néu duyét theo thir tu trong va sau thi bat dau 1a dinh D.

2) Ham Valid( ) twong tu nhu trong 16p cong cu lap trén danh
sach lién ket. ‘
3) Ham Current( ) trd vé dir li¢u chira trong dinh hién thoi.
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4) Ham Advance( ). Chéng han, néu dinh hién thoi 1a B, thi trong
16p Prelterator ham Advance( ) cho ra dinh tiép theo 1a D, con
trong 16p Inlterator né cho ra dinh tiép theo 1a I, trong 16p
Postlterator no lai cho ra dinh tiép theo 13 K.

Tuong ty nhu trong 16p cong cu 1ap trén danh sach lién két, moi
mot  trong ba 16p cong cu lap trén cay nhi phan, can chira mot con tro
hang tro toi gbc cay nhi phan, mdt con tro tro ti dinh hién thoi. Ngoai
ra nd can chtra mot ngan xép dé luu cac dinh trong qua trinh duyét.
Chu y rang, ca ba 16p cong cu lip trén cay nhi phan déu co giao dién
va cac bién thanh phan giéng nhau, chi c6 cac ham Start( ) va
Advance( ) dugc cai dat khac nhau dé dam bao céac dinh cay duoc
tham theo ding thu tu trudc, trong va sau tuong ung.

. Hay v€ ra cay tim kiém nhi phan duoc tao thanh béng cach xen lan
luot cac dir liéu Vo1 cac gia tri khoa 1a 5, 9, 2,4, 1,6, 10,’8, 3, 7, xuat
phat tir cay rong. Sau do hdy dua ra cay két qua khi loai goc cay.

. Trong 16p BSTree chiing ta da cai dat cdc ham thuc hién cac phép
toan tap dong bang cach sir dung cac ham 4n dé quy twong Gng. Hay
cai dat cac ham dé (Search(k, I), Min( ), Max( ), Insert(element),
Delete(k), DeleteMin( )) khong dé quy, va do d6 khong can dua vao
cac ham an.

. Str dung cay tim kiém nhi phén, hay dua ra thuat toan sip xép mang
theo thtr tu khod ting dan, bang cach str dung cic phép toan Insert va
DeleteMin.

10.Gia str chung ta c6 mdt tap dit li€u, trong d6 cac dir li¢u khac nhau co

thé c6 khoa bang nhau. Hiy dua ra cach cai dat tap dir liéu d6 boi cay
tim kiém nhij phan. (Goi y: mdi dinh cdy chtra mot danh sach cac dir
li¢u cung khoa). Voi CTDL cai dat tap dir liéu da dua ra do, hay cai
dat cac ham Search(d) (tim dir liéu d), Insert(d) (xen vao dir liéu d) va
Delete(d) (loai dit li¢u d).

11.Gia str tap dir liéu duge luu giit dudi dang ciy tim kiém nhj phan. Bai

toan tim kiém pham vi dugc xac dinh nhu sau: Cho hai gia tri khod k;
<k, ta can tim tat ca cac dir liéu d ma k; < d.key <k,. Hay thiét ké va
cai dat thuat toan cho bai toan tim kiém pham vi.
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CHUONG 9
BANG BAM

Trong chuong nay, ching ta s€ nghién ctru bang bam. Bang bam la
cu trac dit lieu duge st dung dé cai dat KDLTT tir dién. Nhé lai ré“mg,
KDLTT tir dién 13 mot tap cac ddi tuong dir lieu dugc xem xét dén chi voi
ba phép toan tim kiém, xen vao va loai bo. Puong nhién 13 chung ta c6 thé
cai dat tir dién boi danh sach, hodc béi cdy tim kiém nhi phan. Tuy nhién
bang bam 1 mot trong cic phuong tién hiéu qua nhat dé cai dit tir dién.

Trong chuong nay, chiing ta s& dé cap t4i cac van dé sau day:
e Phuong phap bam va ham bam.
e Céc chién lugc giai quyét su va cham.
e (Cai @it KDLTT tir dién boi bang bam.

9.1 PHUONG PHAP BAM

Van dé duoc dit ra 13, chung ta c6 mdt tap dir liéu, ching ta can dua
ra mot CTDL cai dat tap dir liéu nay sao cho cac phép toan tim kiém, xen,
loai duoc thuc hién hiéu qua. Trong cac chuong trudc, chiing ta da trinh bay
cac phuong phap cai dat KDLTT tap dong (tir dién 1a truong hop riéng cua
tap dong khi ma ching ta chi quan tAm t&i ba phép toan tim kiém, xen, loai).
Sau day chung ta trinh bay mot k¥ thuat moi dé luu gitt mot tap dit liéu, d6
l1a phuong phap bam.

Néu nhu cac gia tri khoa cua cac dit lidu 1a sb nguyén khong am va
nam trong khoang [0..SIZE-1], chung ta c6 thé sir dung mot mang data co c&
SIZE dé luu tap dir lieu d6. Dir 1i€u c6 khoa 1a k s€ dugc luu trong thanh
phan data[k] ctia mang. Bai vi mang cho phép ta truy cap truc tiép ti timg

thanh phan cia mang theo chi s6, do do cac phép toan tim kiém, xen, loai
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dugc thuc hién trong thoi gian O(1). Song dang tiéc 13, khoa ¢ thé khong
phai 13 s6 nguyén, thong thudng khoa con c6 thé 1a sé thyc, 13 ky tu hoic
xau ky tu. Ngay ca khoa 13 s nguyén, thi cac gid tri khod néi chung khong
chay trong khoang [0..SIZE-1].

Trong truong hop tong quat, khi khoa khong phai 1a cac s6 nguyén
trong khoang [0..SIZE-1], ching ta ciing mong muén luu tap dit liéu boi
mang, dé loi dung tinh vu viét cho phép truy cp truc tiép ciia mang. Gia s
ching ta mudn luu tap dit liéu trong mang T voi ¢ 1a SIZE. Pé 1am duoc
diéu do, véi mdi dit lidu ching ta can dinh vi duoc vi tri trong mang tai do
d@r liéu dugc luu gitr. Néu ching ta dua ra dugc cach tinh chi sb mang tai do
luu dit liéu thi chung ta c6 thé luu tap dit lidu trong mang theo so d6 hinh
9.1.

Tinh dia
chi

O

Ham bam
Tap céc gia tri khoa

SIZE-1

Méng T

Hinh 9.1. Lwgc d6 phwong phap bim.

Trong lugc dd hinh 9.1, khi cho mot dit liéu c6 khoa 14 k, néu tinh dia
chi theo k ta thu duge chi sb i, 0 <= i <= SIZE-1, thi dir liéu s& duoc luu

trong thanh phan mang T[i].
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Mot ham tng véi mdi gia tri khoa cia dit liéu véi mot dia chi (chi sé)
cua dir li¢u trong mang dugc goi 1a ham bam (hash function). Phuong phap
lwu tap dir liéu theo luge dd trén dugc goi 13 phuong phap bam (hashing).

Trong luge d6 9.1, mang T duoc goi 1a bang biam (hash table).

Nhu vay, ham bam 1a mot anh xa h tir tdp céc gia tri khoa cua dit licu
vao tap céac sb nguyén {0,1,..., SIZE-1}, trong d6 SIZE 14 ¢& ctia mang dung
dé luu tap dir lidu, tuc la:

h:K = {0,1,...,.SIZE-1}

vo1 K 1a tap cac gia tri khod. Cho mot dir liéu co6 khoa 1a k, thi h(k) duoc goi
la gia tri bam cua khoa k, va dir li¢u dugc luu trong T[h(k)].

Néu ham bam cho phép tmg cac gia tri khoa khac nhau véi cac chi s6
khac nhau, tirc 1a néu k; # k; thi h(k;) # h(k,), va viéc tinh chi s6 h(k) tmg
v6i mdi khod k chi doi hoi thoi gian hang, thi cic phép toan tim kiém, xen,
loai ciing chi can thoi gian O(1). Tuy nhién, trong thyc t& mot ham bam ¢
thé anh xa hai hay nhiéu gia tri khoa téi cting mot chi s6 nao d6. Pidu d6 cé
nghia 13 chung ta phai luu cic dit liéu d6 trong cting mot thanh phan mang,
ma mdi thanh phin mang chi cho phép luu mot dit liéu ! Hién tugng nay
dugc goi 1 sw va cham (collision). Van dé dit ra 13, giai quyét sy va cham
nhu thé nao? Chéng han, gid s dir liéu d; vdi1 khoa k; da dugc luu trong
T[i], i = h(k,); bay gid chung ta can xen vao dit lidu d, voi khoa k,, néu h(k,)

= 1 thi dit liéu d, can dugc dat vao vi tri ndo trong mang?

Nhu vay, mét ham bam nhu thé nao thi duoc xem 1a tot. Tu nhiing
diéu da néu trén, ching ta dua ra céc tiéu chuan dé thiét ké mot ham bam tdt

nhu sau:
1. Tinh duoc dé dang va nhanh dia chi tmg v&i moi khoa.

2. Pam bao it xay ra va cham.

244



9.2 CAC HAM BAM

Trong cac ham bam dugc dua ra dudi day, chiung ta sé ky hi¢u k 1a
mot gid tri khoa bat ky va SIZE 14 ¢& cua bang bam. Trudc hét ching ta sé
xét truong hop cac gid tri khod 13 cac s6 nguyén khong 4m. Néu khong phai
1a truong hop ndy (chang han, khi cac gia trj khoa 13 cac xau ky ), chung ta
chi can chuyén dbi cac gia tri khoa thanh cac sé nguyén khong am, sau d6
bam chiing bang mot phuong phap cho trudng hop khod 13 s6 nguyén.

C6 nhiéu phuong phap thiét ké ham bam da dugc dé xuat, nhung dugc
st dung nhiéu nhét trong thuc té 1a cac phuong phap dugc trinh bay sau day:
9.2.1 Phwong phap chia

Phuong phap nay don gian 1a 1dy phan du cta phép chia khoa k cho
cO bang bam SIZE lam gi4 tr1 bam:

h(k) =k mod SIZE
Bf?lng cach nay, gid tri bdm h(k) 1a mot trong céc s6 0,1,..., SIZE-1. Ham
bam nay duogc cai dat trong C++ nhu sau:

unsigned int hash(int k, int SIZE)

{
return k % SIZE;

b

Trong phuong phéap nay, dé bam mot khod k chi can mét phép chia,
nhung han ché co ban cua phwong phap nay 1a dé han ché xay ra va cham,
chung ta can phai biét cach lwa chon ¢& cua bang bam. Céc phén tich 1y
thuyét da chi ra rang, dé han ché va cham, khi sir dung phuong phap bam
nay chung ta nén lya chon SIZE 1a s6 nguyén tb, tét hon 1a sb nguyén t c6
dang dac biét, chéng han c6 dang 4k+3. Vi du, co thé chon SIZE = 811, vi
811 1a s6 nguyén t6 va 811 =4 .202 + 3.

9.2.2 Phuwong phap nhan
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Phuong phap chia ¢6 wu diém 13 rit don gian va dé dang tinh duoc gia
tri bam, song ddi v&i su va cham no lai rat nhay cam véi ¢d cua bang bam.
Pé han ché su va cham, chung ta ¢ thé str dung phuong phép nhan, phuong
phap nay c6 vu diém 14 it phy thudc vao ¢& cia bang bam.

Phuong phép nhan tinh gi4 tri bdm ctia khoa k nhu sau. Dau tién, ta
tinh tich cta khod k véi mot hang sb thuc a, 0 < o <1. Sau d6 iy phan thap
phan ciia tich ok nhan v&i SIZE, phan nguyén cia tich nay dugc lay lam gia

tri bam cua khoa k. Ttrc la:
h(k) = (ak - Lok ]y . SIZE
(Ky hiéu | x] chi phin nguyén cua sb thuc x, tirc 13 sb nguyén 16n nhét <=x,

ching han[3]=3,[3.407]=73).

Chu ¥ ring, phin thap phan cua tich ok, tirc 13 ak - Lak], 1a sé thyc
duong nho hon 1. Do d6 tich cua phan thap phan voi SIZE 14 s6 duong nho
hon SIZE. Tur @6, gia tri bam h(k) 12 mot trong cac ) nguyén 0,1,..., SIZE-
1.

Pé c6 thé phan phdi déu cac gia tri khoa vao cac vi tri trong bang

bam, trong thuc té nguoi ta thuong chon hing sb o nhu sau:
a=o"~0,61803399
Chang han, néu c¢& bang bam 1 SIZE = 1024 va hang sé o dugc chon
nhu trén, thi vo1 k = 1849970, ta co
h(k) = [(1024.(c.1849970 - | 0..1849970 ) ] =348.
9.2.3 Ham bam cho cac gia trj khoa la xau ky tw

Pé bam cac xau ky tu, trude hét ching ta chuyén d6i cac xau ky tu thanh
cac s6 nguyén. Céc ky tu trong bang ma ASCII gom 128 ky tu dugc danh sb
tr 0 dén 127, do d6 mot xau ky tu co thé xem nhu mét sd trong h¢ dém co
sd 128. Ap dung phuong phap chuyén d6i mot sé trong hé dém bat ky sang

mot sb trong h¢ dém co sd 10, ching ta s¢€ chuyén ddi duge mot xau ky tu
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thanh mot sb nguyén. Chang han, xau “NOTE” duoc chuyén thanh mot sd
nguyén nhu sau:

“NOTE” - ‘N’.128° +0°.128° + ‘T°.128 + ‘E’ =

=78.128" +79.128° + 84.128 + 69

Vén dé nay sinh voi cach chuyén ddi nay 13, chung ta can tinh cac luy
thtra ctia 128, voi cac xau ky tu tuwong dbi dai, két qua nhan dugc s€ 1a mot
s6 nguyén cuc 16n vuot qua kha ning biéu dién ctia may tinh.

Trong thuc té, thong thudng mot xau ky tu duoc tao thanh tir 26 chit
cai va 10 chit s6, va mot vai ky tu khac. Do d6 chiing ta thay 128 boi 37 va
tinh s6 nguyén tng v4i xau ky tu theo luat Horner. Chang han, s6 nguyén
ung voi xau ky tu “NOTE” dugc tinh nhu sau:

“NOTE” > 78.37° + 79.37% + 84.37 + 69=

= ((78.37 +79).37 +84).37 +69

Sau khi chuyén d6i xau ky tu thanh s6 nguyén bang phuong phap trén,
chung ta s& 4p dung phuong phap chia dé tinh gia tri bam. Ham bam céac xau
ky tu dugc cai dat nhu sau:

unsigned int hash(const string &k, int SIZE)

{
unsigned int value = 0;
for (int i=0; i< k.length(); i++)
value = 37 * value + k[i];
return value % SIZE;
}

9.3 CAC PHUONG PHAP GIAI QUYET VA CHAM
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Trong muc 9.2 ching ta da trinh bay cac phuong phap thiét ké ham
bam nham han ché xay ra va cham. Tuy nhién trong cac ung dung, sy va
cham 1a khong tranh khoi. Chung ta s& thdy riang, cach giai quyét va cham
anh huong truc tiép dén hiéu qua cua cac phép toan tir dién trén bang bam.
Trong muc ndy ching ta s& trinh bay hai phuong phap giai quyét va cham.
Trong phuong phap thir nhat, mdi khi xdy ra va cham, chung ta tién hanh
thaim do dé tim mot vi tri con tréng trong bang va dat dit liéu moi vao do.
Mot phuong phap khac 13, chiing ta tao ra mot cau trac dir lidu luu giit tat ca
cac dir lidu dugc bam vao cung mot vi tri trong bang va “gan” ciu tric dir

li¢u nay vao vi tri d6 trong bang.
9.3.1 Phuwong phap dinh dia chi mé

Trong phuong phap nay, cac dit liéu dugc luu trong cac thanh phan
ctia mang, mdi thanh phan chi chira duge mét dir liéu. Vi thé, mdi khi can
xen mot dir liéu méi véi khod k vao mang, nhung tai vi tri h(k) da chaa div
liéu, ching ta s€ tién hanh thim do mét sb vi tri khac trong mang dé tim ra
mot vi tri con tréng va dat dir liéu méi vao vi tri d6. Phuong phap tién hanh
tham do dé phat hién ra vi tri tréng dugc goi 1a phuwong phéap dinh dia chi mo
(open addressing).

Gid st vi tri ma ham bam xac dinh ung voi khod k 1a i, i=h(k). Tur vi
tri ndy chung ta lan lugt xem xét cac vi tri

10 11, 1250 vy Imsee-

Trong d6 ip= 1, in(m=0,1,2,...) 12 vi tri thim do ¢ 1an tht m. Day cac
vi tri nay s& duoc goi 14 diy tham do. Van dé dit ra 13, xac dinh diy tham do
nhu thé ndo? Sau day ching ta s& trinh bay mot sb phuong phap tham do va
phan tich vu khuyét diém cua mdi phuong phap.

Thim do tuyén tinh.

Pay 1a phuong phap tham do don gian va d& cai dat nhat. Véi khoa k,

gia st vi tri dugc xac dinh béi ham bam 1a i=h(k), khi d6 day tham do 1a
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1,1+1,1+2, ...

Nhu vay thim do tuyén tinh c6 nghia 1 chung ta xem xét cac vi tri tiép lién
nhau ké tir vi tri ban dau dugc xac dinh boi ham bam. Khi can xen vao mét
dir liéu méi voi khoa k, néu vi tri i = h(k) da bi chiém thi ta tim dén cac vi tri
di lién sau do, gap vi tri con tréng thi dat dir li€u ma1 vao do.

Vi du. Gia str ¢& ctia mang SIZE = 11. Ban dau mang T rong, va ta
can xen lan lugt cac dit liéu voi khoa 1a 388, 130, 13, 14, 926 vao mang.
Bam khoa 388, h(388) = 3, vi vay 388 duogc dat vao T[3]; h(130) = 9, dat
130 vao T[9]; h(13) = 2, dit 13 trong T[2]. Xét tiép dir liéu véi khoa 14,
h(14) = 3, xay ra va cham (vi T[3] d4 bi chiém bai 388), ta tim dén vi tri tiép
theo 1a 4, vi tri nay tréng va 14 dugc dat vao T[4]. Tuong tu, khi xen vao
926 ciing xay ra va cham, h(926) = 2, tim dén céac vi tri tiép theo 3, 4, 5 va
92 dugc dat vao T[5]. Két qua 1a chiing ta nhan dugc mang T nhu trong hinh
9.2.

T 13 388 |14 |926 130

Hinh 9.2. Bang bam sau khi xen vao cac dir liéu 38, 130, 13, 14 va 926

Bay gio ching ta xét xem, néu luu tap dit liéu trong mang bang
phuong phap dinh dia chi md thi cac phép toan tim kiém, xen, loai dugc tién
hanh nhu thé nao. Cac k¥ thuat tim kiém, xen, loai dugc trinh bay dudi day
c6 thé st dung cho bat ky phwong phap thim do nao. Trude hét can luu ¥
rang, dé tim, xen, loai chiing ta phai sir dung cing mét phuong phap thim
do, chang han thim do tuyén tinh. Gia st chung ta can tim dit liéu voi khoa
1a k. PAu tién can bam khoa k, gia sir h(k)=i. Néu trong bang ta chua mot lan
nao thuc hién phép toan loai, thi ching ta xem xét cac dit li¢u chira trong

mang tai vi tri 1 va cac vi tri tiép theo trong diy thim do, chung ta s& phat
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hién ra dit liéu can tim tai mét vi tri nao d6 trong day tham do, hoac néu gap
mot vi tri trong trong diy tham do thi c6 thé ding lai va két luan dit liéu can
tim khong co trong mang. Chang han ching ta muén tim xem méng trong
hinh 9.2 c6 chtra dit li€u v6i khod 1a 47? Béi vi h(47) = 3, va dir li¢u dugce
luu theo phurong phap thim do tuyén tinh, nén chung ta 1an lugt xem xét cac
vi tri 3, 4, 5. Céc vi tri nay déu chira di liéu khac v6i 47. Dén vi tri 6, mang

trbng. Vay ta két luan 47 khong co6 trong mang.

Pé loai dit lidu voi khoa k, trudc hét chiing ta can 4p dung thil tuc tim
kiém d3 trinh bay & trén dé dinh vi dit liéu ¢ trong mang. Gia st dir liéu
duoc luu trong mang tai vi tri p. Loai dit li€u & vi tri p béng cach nao? Néu
dat vi tri p 12 vi tri tréng, thi khi tim kiém néu tham do gip vi tri trong ta
khong thé dimng va dua ra két luan dir liéu khong c6 trong mang. Chang han,
trong mang hinh 9.2, ta loai dir liéu 388 bﬁng cach xem vi tri 3 1a tréng, sau
d6 ta tim dit liéu 926, vi h (926) = 2 va T[2] khong chira 926, tim dén vi tri 3
1a tréng, nhung ta khong thé két luan 926 khong c6 trong mang. Thyc té 926
& vitri 5, vi lic dua 926 vao mang cac vi tri 2, 3, 4 da bi chiém. Vi vay dé
dam bao thu tuc tim kiém da trinh bay & trén van con ding cho trudng hop
da thuc hién phép todn loai, khi loai dir li€u & vi tri p ching ta dat vi tri p 1a
vi tri da loai bd. Nhu vay, chiing ta quan niém mdi vi tri i trong mang (0 <= i
<= SIZE-1) c6 thé 1a vi tri trong (EMPTY), vi tri di loai bo (DELETED),
hodc vi tri chira dir liéu (ACTIVE). Buong nhién 1a khi xen vao dir liéu méi,

ching ta co thé dat n6 vao vi tri da loai bo.

Viéc xen vao mang mot dir liéu méi dugce tién hanh bang céach lan luot
xem xét cac vi tri trong day thim do tng v&i mdi khod cua dir lidu, khi gip

mot vi tri tréng hoac vi tri da duoc loai bo thi dat dir liéu vao do.
Sau day 12 ham tham do tuyén tinh

int  Probing (int 1, int m, int SIZE)

// SIZE la c¢& cua mang

// 114 vi tri ban dau duogc x4ac dinh boi bam khod k, i = h(k)
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// ham tra vé vi tri thim do & 1an thGt m=0, 1, 2,...

{
return (1+m) % SIZE;

Phuong phép thim do tuyén tinh c6 wu diém 13 cho phép ta xem xét
tAt ca cac vi tri trong mang, va do d6 phép toan xen vao ludn ludn thyc hién
duge, trir khi mang ddy. Song nhugc diém cua phuong phap nay 1a cac dir
lidu tap trung thanh tirng doan, trong qua trinh xen cac dir liéu mdéi vao, cac
doan co thé gop thanh doan dai hon. Piéu d6 lam cho cac phép toan kém
hiéu qua, chang han néu i = h(k) & ddu mot doan, dé tim dir liéu véi khoa k

ching ta cAn xem xét ca mot doan dai.
Tham do binh phwong

Dé khic phuc tinh trang dir liéu tich ty thanh ting cum trong phuong
phap tham do tuyén tinh, chung ta khong tham do cac vi tri ké tiép lién nhau,

ma tham do bo chd theo mot quy luat nao do.

Trong tham do binh phuong, néu vi tri img v6i khoa k 13 1 = h(k), thi
day tham do 1a

i,i+1%i+2%.,i+m’...
Vi du. Néu ¢& ctia mang SIZE = 11, va i = h(k) = 3, thi tham do binh phuong
cho phép ta tim dén cac diachi 3,4, 7,1, 8 va6.

Phuong phap tham do binh phuong tranh duoc sy tich tu dir li¢u thanh
tung doan va tranh dugc sy tim kiém tuan tu trong cac doan. Tuy nhién
nhuogc diém cta n6 13 khong cho phép ta tim dén tat ca cac vi tri trong mang,
chang han trong vi du trén, trong s6 11 vitri tir 0, 1, 2, ..., 10, ta chi tim dén
cac vi tri 3,4, 7, 1, 8 va 6. Hau qua cua diéu do 13, phép toan xen vao co thé
khong thuc hién dugc, mac dau trong mang van con cac vi tri khong chira dit

lidu. Chiing ta c6 thé dé dang chimg minh dugc khang dinh sau day:
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Néu ¢& cua mang 1a sé nguyén to, thi thim do binh phuong cho phép
ta tim dén mot nta sb vi tri trong mang. Cu thé hon 1a, cac vi tri tham do
h(k) + m* (mode SIZE) véi m = 0, 1,..., | SIZE/2] 1a khac nhau.

T khang dinh trén chung ta suy ra rang, néu c& ciia mang 1a sd
nguyén t6 va mang khong day qua 50% thi phép toan xen vao luén ludn thuc
hién duoc.

Bam kép

Phuong phap bam kép (double hashing) c6 wu diém nhu tham do binh
phuong 1a han ché duoc su tich tu dir liéu thanh cum; ngoai ra néu ching ta
chon ¢& ctia mang 1a s nguyén t4, thi bam kép con cho phép ta thim do t6i

tat ca cac vi tri trong mang.

Trong tham do tuyén tinh hoac tham do binh phuong, cac vi tri tham
do céach vi tri xuét phat mdt khoang cach hoan toan xdc dinh trudc va céc
khoang cach nay khong phu thudc vao khoa. Trong bam kép, chung ta st

dung hai ham bam h; va hy:

e Ham bam h; dong vai tro nhu ham bam h trong cac phuong phap

trude, n6 xac dinh vi tri tham do dau tién

e Ham bam h, xac dinh buéc tham do.

Piéu d6 c6 nghia 13, tng v6i mdi khoa k, day tham do la:
h;(k) + m hy(k), v6im=0, 1, 2, ...

Boi vi hy(k) 1a bude thim do, nén ham bam h, phai thoa man diéu kién hy(k)
# 0 vo1 moi k.

C6 thé ching minh dugc rang, néu ¢& cia mang va budc thaim do
hy(k) nguyén té cing nhau thi phuong phap bam kép cho phép ta tim dén tat
ca cac vi tri trong mang. Khang dinh trén s& dung néu chung ta lwa chon c&

clia mang 1a s6 nguyén to.

Vi du. Gia st SIZE = 11, va cac ham bam dugc xac dinh nhu sau:
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hi(k) =k % 11
ho(k) =1+ (k % 7)

véi k = 58, thi budc thim do 13 hy(58) = 1 + 2 = 3, do d6 ddy thim do 1a:
hi(58)=3,6,9, 1,4, 7, 10,2, 5, 8, 0. con véi k = 36, thi buéc tham do 1a
hy(36)=1+1=2, vadiy thimds 13 3,5,7,9,0,2, 4, 6, 8, 10.

Trong cac tmg dung, ching ta ¢ thé chon ¢& mang SIZE 14 s6 nguyén

t6 va chon M 1a s6 nguyén td, M < SIZE, rdi str dung cac ham bam
hy(k) =k % SIZE
hy(k) =1+ (k % M)

9.3.2 Phwong phap tao diy chuyén

Mot cach tiép can khac dé giai quyét su va cham 1a ching ta tao mot
cAu tric dit liéu dé luu tat ca cac dit liéu duge bam vao cung mdt vi tri trong
mang. Cau trac dit liéu thich hop nhat 12 danh sach lién két (day chuyén).
Khi d6 mdi thanh phﬁn trong bang bam T[i], v611 =0, 1, ..., SIZE — 1, s&
chira con tro tro toi dadu mot DSLK. Cach giai quyét va cham nhu trén duoc
goi 12 phuong phép tao diy chuyén (separated chaining). Luoc d6 luu tap
dir liéu trong bang bam st dung phuong phép tao diy chuyén dugc mo ta
trong hinh 9.3.

/

a/Ham bim E

— h > SN
/ \

T

Hinh 9.3. Phwong phap tao diy chuyén.

Uu diém ctia phuong phap giai quyét va cham nay 1a s6 dir liéu dugc
lwu khong phy thudc vao ¢& ciia mang, nd chi han ché bai bd nhé cap phat

dong cho cac day chuyeén.
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Bay gid chiing ta xét xem cac phép toan tir dién (tim kiém, xen, loai)
duoc thue hién nhu thé nao. Cac phép toan duogc thuc hién rat dé dang, dé
xen vao bang bam dit liéu khoa k, ching ta chi can xen dit liéu ndy vao dau
DSLK dugc tro téi boi con tréd T[h(k)]. Phép toan xen vao chi doi hoi thot
gian O(1), néu thoi gian tinh gi4 tri bam h(k) 12 O(1). Viéc tim kiém hodc
loai bé mdt dir liéu véi khod k dugc quy vé tim kiém hodc loai bo trén
DSLK T[h(k)]. Thoi gian tim kiém hodc loai bé duwong nhién 1a phu thudc
vao do dai cua DSLK.

Chung ta ¢6 nhan xét rang, du giai quyét va cham bang cach tham do,
hay giai quyét va cham bang cach tao day chuyén, thi bang bam déu khong
thuan tién cho su thuc hién cac phép toan tap dong khac, chang han phép
toan Min (tim dit liéu c6 khod nho nhat), phép toan DeleteMin (loai dit liéu
c¢6 khod nho nhat), hodc phép duyét dit lidu.

Sau nay ching ta s& goi bang bam voi giai quyét va cham bang
phuong phap dinh dia chi mé 1a bang bam dia chi mé, con bang bam giai

quyét va cham bang cach tao ddy chuyén 1a bang bam day chuyén.
9.4 CAI PAT BANG BAM PIA CHI MO

Trong muc ndy ching ta s& nghién ctru sy cai dit KDLTT tir dién boi
bang bam dia chi mé. Ching ta s& gia thiét rang, cac dit liéu trong tir dién c6
kiéu Item nao d6, va chung chira mot truong dung lam khod tim kiém
(truong key), cac gia tri khoa co kiéu keyType. Ngoai ra dé don gian cho
viét ta gia thiét rang, c6 thé truy cip truc tiép truong key. Nhu da thao luan
trong muc 9.3.1, trong bang bam T, mdi thanh phﬁn T[1], 0 <=1 <=SIZE -1,
s& chira hai bién: bién data dé luu dir liéu va bién state dé luu trang thai cua
vi tri 1, trang thai ctia vi tri 1 co thé 1a rong (EMPTY), co6 thé chua dir liéu
(ACTIVE), hodc c6 thé di loai bd (DELETED). Chiing ta s& cai dat KDLTT
bdi 16p OpenHash phu thudc tham bién kiéu Item, 16p nay sir dung mot ham
bam Hash va mot ham thim do Probing dd duoc cung cdp. Lop OpenHash
duoc khai bao trong hinh 9.4.
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typedef int keyType;

const int SIZE =811;

template <class Item>

class OpenHash

{

public:
OpenHash(); // khéi tao bang bam rong.
bool Search(keyType k, Item & I) const;
// Tim dtr li€u c6 khoa 1a k.

// Ham tra vé true (false) néu tim thay (khong tim thiy).

// Néu tim kiém thanh cong, bién I ghi lai dir liéu can tim.

void Insert(const Item & object, bool & Suc)

// Xen vao dit liéu object. bién Suc nhan gia tri true

// néu phép xen thanh cong, va false néu thét bai.

void Delete(keyType k);

// Loai khoéi bang bam dir li¢u c6 khoa k.

enum stateType {ACTIVE, EMPTY, DELETED};
private:

struct  Entry

{

Item data;

stateType state;
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Entry T[SIZE];

bool Find(keyType k, int & index, int & index1) const;
// Ham thuc hién tham do tim dir liéu c6 khoa k.

// Néu thanh cong, ham tra vé true va bién index ghi lai chi
// s6 tai @6 chira dit lidu.

// Néu thét bai, ham tra vé false va bién index1 ghi lai

// chi s6 & trang thai EMPTY hoic DELETED néu tham do

// phat hién ra.

Hinh 9.4. Dinh nghia 16p OpenHash.
Bay gio chung ta cai dit cac ham thanh phan cua 16p OpenHash. Ham
kién tao bang bam rong duoc cai dit nhu sau:
template <class Item>

OpenHash<Item>::OpenHash()

{
for (inti=0;i<SIZE ;i++)
T[1].state = EMPTY;
h

Chuy ré‘mg, cac phép toan tim kiém, xen, loai déu can phai thuc hi¢n
tham do dé phat hi¢n ra dir liéu can tim hodc dé phat hién ra vi tri rong (hodc
bi tri da loai bo) dé dua vao dit liéu méi. Vi vay, trong 16p OpenHash ching
ta d3 dua vao ham an Find. St dung ham Find ta dé dang cai dit duoc cac
ham Search, Insert va Delete. Trudc hét ching ta cai dit ham Find. Trong
ham Find khi ma qu4 trinh thaim do phat hién ra vi tri réng thi c6 nghia Ia

bang khong chira dit liéu can tim, song trude khi dat téi vi tri rong c6 thé ta
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da phat hién ra cac vi tri da loai bo, bién index!1 s& ghi lai vi tri da loai bo
dau tién da phat hién ra . Con néu phét hién ra vi tri rong, nhung trude do ta
khong gdp vi tri da loai bd nao, thi bién index1 s& ghi lai vi tri rong. Ham

Find duoc cai dat nhu sau:
template <class Item>
bool OpenHash<Item>::Find(keyType k, int & index, int & index1)
{
int i = Hash(k);
index = 0;
index1 = 1;
for (intm=0; m< SIZE ; m++)
{
int n = Probing(i,m); // vi tri tham do & lan th m.
if (T[n].state == ACTIVE && T|[n].data.key ==k)
{
index =n;
return true;
¥
else if (T[n].state = = EMPTY)
{
if (T[index1].state !|= DELETED)
index1 =n;

return false;
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else if (T[n].state = = DELETED && T[index1].state
'=DELETED)

index1 = n;
§
return false; / Dung thim do ma van khong tim ra dit liéu

// va ciing khong phat hién ra vi tri rdng.

Str dung ham Find, cdc ham tim kiém, xen, loai dugc cai dit nhu sau:
template<class Item>
bool OpenHash<Item>:: Search(keyType k, Item &I)
{

int ind, ind1;

if (Find(k,ind,ind1))

{
[ = T[ind].data;

return true;

else

[ = *(new Item); // gia tri cua I 1a gia

return false;
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template <class [tem>
void OpenHash<Item>:: Insert(const Item & object, bool & Suc)
{
int ind, ind1;
if ('Find(object.key, ind, ind1))
if (T[ind1].state == DELETED || T[ind1].state == EMPTY)
{
T[ind1].data = object;
T[ind1].state = ACTIVE;
Suc = true;
b

else Suc

false;

template <class Item>

void OpenHash<Item>:: Delete(keyType k)

{
int ind, indl;
if (Find(k, ind, ind1))
T[ind].state = DELETED;
}

Trén day ching ta di cai dit bang bam dia chi md boi mang ¢ ¢ ¢d
dinh. Han ché cta cach nay 1a, phép toan Insert c6 thé khong thyc hién duoc
do mang day hodc c6 thé mang khong day nhung tham do khong phat hién

ra vi tri rong hodc vi tri da loai bo dé dat dir liéu vao. Cau hoi dat ra la,
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chung ta c6 thé cai dat boi mang dong nhu chung ta di lam khi cai dat
KDLTT tap dong (xem 4.4). Cau trd 101 1a co, tuy nhién cai dit bang bam

bo1 mang dong s€ phure tap hon, vi cac ly do sau:

e (CO cua mang can la s0 nguyén to, do d6 ching ta can tim so

nguyén to tiép theo SIZE 1am c& cia mang moi.

e Ham bam phu thudc vao ¢& cua mang, chung ta khong thé sao
chép mdt cadch don gidn mang cli sang mang madi nhu chung ta da
lam trudc ddy, ma can phai sit dung ham Insert dé xen timg dir liéu

cua bang cii sang bang mai
9.5 CAIPAT BANG BAM DAY CHUYEN

Trong muyc ndy ching ta s& cai dit KDLTT tir dién boi bang bam day
chuyén. Lép ChainHash phu thudc tham bién kiéu Item voi cac gia thiét nhu

trong muc 9.4. Lop nay duoc dinh nghia trong hinh 9.5.

template<class Item>
class ChainHash
{
public:
static const int SIZE = 811;
ChainHash(); // Ham kién tao mic dinh.
ChainHash(const ChainHash & Table);//Kién tao copy.
~ChainHash();//Ham huy
void Operator=(const ChainHash & Table);//Toan tir gdn
// Céc phép toan tir dién:
bool Search(keyType k, Item & I) const;
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void Insert(const Item & object, bool & Suc);
void Delete(keyType k);

private:
struct  Cell
{
Item data;

Cell* next;
}; // Céu trac té bao trong diy chuyén.

Cell* T[SIZE];// Méang céc con tro tro dau cac day chuyén

Hinh 9.5. Lép ChainHash.

Sau day chung ta cai dat cdc ham thanh phan cta 16p ChainHash. Dé
khoi tao ra bang bam rong, chiing ta chi can dit cac thanh phan trong méang
T 1a con tro NULL.

Ham kién tao mic dinh nhu sau:
template<class Item>
ChainHash<Item>::ChainHash()
{

for (inti=0;1<SIZE ;it++)

T[i] = NULL;

}
Cac ham tim kiém, xen, loai duoc cai dat rat don gian, sau khi bam

chung ta chi can ap dung céc k¥ thuat tim kiém, xen, loai trén cac DSLK.

Céc ham Search, Insert va Delete dugc xac dinh dudi day:
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template<class Item>

bool ChainHash<Item>::Search(keyType k, Item & I)
{

int 1= Hash(k);
Cell* P =TJi];
while (P ! =NULL)
if (P —>data.key ==k)
{
I =P —data;
return true;
b
else P= P —next;
= *(new Item); // gié tri ctia bién I 13 gia.
return false;

}

template<class Item>

void ChainHash<Item>::Insert(const Item & object, bool & Suc)
{
int 1= Hash(k);
Cell* P =new Cell;
If (P '=NULL)
{
P—data = object;

P—next = TJ[i];
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T[i] = P; //Xen vao dau day chuyén.
Suc = true;

}

else Suc = false;

template <class Item>

void ChainHash<Item>::Delete(keyType k)

{
int 1= Hash(k);
Cell* P;
If (T[i] '=NULL)
If (T[i]—>data.key ==k)
{
P =TI[i];
T[i] = T[i]—>next;

delete P;

else

P =T[i];
Cell* Q =P—next;
while (Q !=NULL)

if (Q—data.key ==k)

263



P—next = Q—next;

delete Q;
Q=NULL;
h
else
{
P =Q
Q = Q-—next;
b

}

Uu diém 16n nhét ctia bang bam day chuyén 1a, phép toan Insert ludn
ludn dugc thye hién, chi trir khi bd nhé dé cap phat dong di can kiét. Ngoai
ra, cac phép toan tim kiém, xen, loai, trén bang bam day chuyén cling rat
don gian. Tuy nhién, phuong phap nay tiéu tén bd nhd gianh cho cic con tro

trong cac day chuyén.
9.6 HIEU QUA CUA PHUONG PHAP BAM

Trong muc nay, ching ta sé phan tich thoi gian thyc hién cac phép
toan tir dién (tim kiém, xen, loai) khi sir dung phuong phép bam. Trong
truong hop x4u nhat, khi ma ham bam bam tit ca cc gid tri khoa vao cing
mot chi s6 mang dé tim kiém chang han, chiing ta can xem xét ting dit liéu
gidng nhu tim kiém tuln ty, vi vay thoi gian cac phép toan doi hoi 1a O(N),

trong d6 N 14 s6 dir liéu.

Sau day ching ta s€ danh gid thoi gian trung binh cho cac phép toan

tir dién. Panh gia nay dya trén gia thiét ham bam phéan phdi déu cac khoa
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vao cdc vi tri trong bang bam (uniform hashing). Ching ta s€ st dung mot
tham s o, duoc goi 1a mire d9 day (load factor). Mirc do day o 1a ty sb giira
s6 dir liéu hién c6 trong bang bam va ¢& clia bang, tic 1a
o= N
SIZE
trong d6, N 1a s dit liéu trong bang. RS rang 13, khi o ting thi kha ning xay
ra va cham s& ting, diéu ndy kéo theo thoi gian tim kiém s& ting. Nhu vay
hiéu qua cta cac phép toan phu thuéc vao muc do diy o. Khi ¢& mang cb
dinh, hi¢u qua sé giam néu sb dir litu N tang lén. Vi vay, trong thyc hanh
thiét ké bang bam, chung ta cin danh gia s tdi da céc dit liéu can luu dé lya

chon ¢& SIZE sao cho o du nhod. Mirc d ddy o khong nén vuogt qua 2/3.

Thoi gian tim kiém ciing phu thudc sy tim kiém 1a thanh cong hay that
bai. Tim kiém that bai doi hoi nhiéu thoi gian hon tim kiém thanh cong,
chang han trong bang bam day chuyén ching ta phai xem xét toan bd mot

day chuyén méi biét khong c6 dir lidu trong bang.

D.E. Knuth (trong The art of computer programming, vol3) da phan
tich va dua ra cac cong thuc danh gid hiéu qua cho ting phuong phap giai
quyét va cham nhu sau.

Thoi gian tim kiém trung binh trén bang bim dia chi mé sir dung
thim do tuyén tinh. S6 trung binh céc 1an tham do cho tim kiém x4p xi la:

Tim kiém thanh cong 1 1+ b
2 l-«

Tim kiém thdtbai L1+
2 (l—a)

Trong d6 o 1a mirc d6 day va o < 1.
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Vi du. Néu c& bang bam SIZE = 811, bang chira N = 649 dit 1i€u, thi mirc do
day 14 o =%zgo%. Khi d6, dé tim kiém thanh cong mot dir liéu, trung

binh chi doi hoi xem xét 3 vi tri mang, vi

1 1+L _1 1+ ! =3
2 l-a) 2 1-0,8

Thoi gian tim kiém trung binh trén bang bim dia chi mé sir dung

thim do binh phwong (hoiic bim kép). S6 trung binh céc lan tham do cho
tim kiém dugc danh gia 1a

— ln(l - a)

Tim kiém thanh coéng

Tim kiém thét bai 1

-«

Phuong phap tham do nay doi héi s6 lan thim do it hon phuong phap tham
do tuyén tinh. Chang han, gia sir bang day toi 80%, dé tim kiém thanh cong
trung binh chi doi hoi xem xét 2 vi tri mang,

—ln(l—a)_—ln(1—0,8)_£_2
a 08 08

Thoi gian tim Kiém trung binh trén bang bim day chuyén. Trong
bang bam day chuyén, dé xen vao mét dit liéu mai, ta chi can dit dir liéu vao
dau mot day chuyén duoc dinh vi béi ham bam. Do d6, thoi gian xen vao 1a
O(1).

Pé tim kiém (hay loai bo) mot dir liu, ta cAn xem xét cac té bao trong
mot day chuyén. Puong nhién 13 diy chuyén cang ngan thi tim kiém cang
nhanh. Do dai trung binh ctia mot day chuyén 13 % = o (v6i gia thiét ham
bam phan phbi déu).

Khi tim kiém thanh cong, ching ta can biét diy chuyén c6 rdng
khong, rdi can xem xét trung binh 1a mot nira day chuyén. Do d6, sb trung

binh céac vi tri can xem xét khi tim ki€m thanh cong 1a
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1+<
2

Néu tim kiém thét bai, c6 nghia 14 ta ¢4 xem xét tat ca cac té bio trong

mot ddy chuyén nhung khong thiy dir lidu can tim, do d6 sb trung binh cac

vi tri can xem x¢ét khi tim kiém that bai 1a a.

Tom lai, hiéu quéa ctia phép toan tim kiém trén bang bam day chuyén

la:
Tim kiém thanh cong 1+ 1
a
Tim kiém thit bai a

Muc d6 ddy Bang biam dia Bang biam dia Bang bim
o chi m¢ v6i1 tham  chi mé voi tham  day

do tuyén tinh do binh phwong  chuyén

0,5 1,50 1,39 1,25
0,6 1,75 1,53 1,30
0,7 2,17 1,72 1,35
0,8 3,00 2,01 1,40
0,9 5,50 2,56 1,45
1,0 1,50
2,0 2,00
3,0 3,00

Hinh 9.6. S6 trung binh céc vi tri cin xem xét trong tim

kiém thanh cong.

267



Céc con s6 trong bang ¢ hinh 9.6, va thyc tién ciing chimg to rang,

phuong phap bam 1a phuong phép rat hiéu qua dé cai dat tir dién.

BAI TAP.

l.

2.

Hay cai dat ham bam str dung phuong phép nhan (muc 9.2.2).
Hay cai dat ham tham do st dung phuong phap bam kép.

Gia st ¢& cua bang bam 1a SIZE =s va d;, d,, ..., d.; 12 hoan vi ngau
nhién cua cac sb 1, 2, ..., s-1. Day tham do ung voi khoa k dugc xéc
dinh nhu sau:

ip = 1= h(k)

n=0+d)%SIZE,1 <m<s-1
Hay cai dat ham tham do theo phuong phap trén.

Cho c& bang bam SIZE = 11. Ttr bang bam rong, sit dung ham bam
chia 14y du, hiy dua 1an luot cac dit lidu véi khoa:
32,15,25,44,36,21
vao bang bam va dua ra bang bam két qua trong cac trudng hop sau:
a. Bang bam dugc chi mé voi thim do tuyén tinh.
b. Bang bam dugc chi m¢ véi tham do binh phuong.
c. Bang bam day chuyeén.

Tt cac bang bam két qua trong bai tap 4, hay loai bé dit licu voi khoa
la 44 161 sau d6 xen vao dir li€u vdi khoa la 65.

Bang bam chi cho phép thuc hién hi¢u qua cac phép toan tip dong
nao? Khong thich hop cho cac phép toan tap dong nao? Hay gidi thich
tai sao?

Gia str khoa tim kiém 14 tir tiéng Anh. Hay dua ra it nhat 3 cach thiét

ké ham bam. Binh luan vé cac cach thiét ké dé theo cac ti€u chuan
ham bam tot.
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CHUONG 10

HANG UU TIEN

Trong cac chuong trudc ching ta da nghién ctru KDLTT tir dién. Tur
dién 1a mot tap ddi tuong dit lidu, mdi ddi tuong dugc grfm vo1 mot gia tri
khoéa, va cac phép toan tim kiém, xen, loai trén tir dién dugc tién hanh khi
dugc cung cdp mot gia tri khoa. Trong chuong ndy ching ta s& dua ra
KDLTT hang uvu tién. Hang wu tién khac véi tir dién & chd, thay cho gid tri
khoa, mdi ddi twong dir liéu trong hang wu tién duge gan véi mot gia tri uu
tién, va chung ta chi quan tam toi viéc tim kiém va loai bo d6i tuong ¢ gia

tri wru tién nho nhat. Noi dung chinh cua chuong nay la:
e Dic td KDLTT hang uu tién.

e Trinh bay phuong phap cai ddt hang uu ti€n bdi cay thu tu bd
phén (heap).

e Dua ra mgt ing dung ctia hang uu tién trong nén dir li¢u va xay

dung ma Huffman.
10.1 KIEU DU LIEU TRUU TUQNG HANG UU TIEN

Gia str chung ta cin bao luu mot co so dit 1iéu gdm cac ban ghi vé cac
bénh nhan dén kham va chira bénh tai mot bénh vién. Cac bénh nhan khi dén
bénh vién s€ dugc dua vao co sé dir licu nay. Nhung cac bac si kham cho
bénh nhan s€ khong phuc vu ngudi bénh theo thu tu ai dén trude s& duoge
kham trudc (nhu cach to chic dit liéu theo hang doi). M&i bénh nhén s&
dugc cAp mot gia tri wu tién va cac bac si s& goi vao phong kham bénh nhan
c6 gid tri uu tién nhd nhét (nguoi dugce uu tién trudc hét tai thoi diém do).
Nhiéu hoan canh khac (ching han, hé may tinh phuc vu nhiéu ngudi st
dung) ciing doi hoi chung ta can phai to chirc mot tap ddi twong dit liéu theo

gia tri uu ti€n sao cho cac thao tac tim doi tuong va loai doi tugng co gia tri
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uu tién nho nhét duoc thyc hién hiéu qua. Piéu d6 dan dén sy hinh thanh
KDLTT hang wu tién.

Hang wu tién (priority queue) duoc xem 1a mot tap cac d6i tugng dit
liéu, mdi doi tuong c6 madt gia tri vu ti€n. Thong thuodng céc gia tri vu tién
c6 thé 1a cac sb nguyén, cac sb thuc, cac ky tu...; diéu quan trong la ching
ta c6 thé so sanh duoc cac gia tri wu tién . Trén hang wu tién chung ta chi

quan tam t&1 cac phép toan sau day:
1. Insert (P,x). Xen vao hang uu tién P d6i tugng x.

2. FindMin(P). Ham tra vé ddi tuong trong P ¢6 gia trj wu tién nho
nhit (d6i twong duoc wu tién nhit). Phép toan nay doi hoi P
khong rong

3. DeleteMin(P). Loai bo va tra vé& d6i twong co gid tri uu tién nho

nhit trong P. P ciing cAn phai khong rong.

Hang uu tién dugc st dung trong cac hoan canh tuong tu nhu hoan
canh d3 néu trén, tac 13 khi ta can quan 1y sy phuc vu theo mirc d wu tién.
Hang uu tién con duoc sir dung dé thiét ké cac thuat toan trong nhiéu tng
dung. Cudi chuong nay ching ta s& dua ra mot tmg dung: sir dung hang wu

tién dé thiét ké thuat toan xay dyng ma Huffman.
Trong cic muyc tiép theo chung ta s& dé cap toi cac phuong phap cai
dat hang wuu tién.

10.2 CAC PHUONG PHAP PON GIAN CAI PAT HANG UU TIEN

Trong muc nay chiing ta s& thao luan cach su dung céac cau tric dit
lidu da quen biét: danh sach, cdy tim kiém nhi phan dé cai dat hang wu tién
va thao luan vé hiéu qua cta cic phép toan hang uu tién trong cac cach cai
dat don gian do.

10.2.1 Cai dat hang wu tién bdi danh sach
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Cai dat hang uu tién don gian nhat 1a biéu dién hang vu tién dudi dang
mot danh sach duge sip hoic khong duge sip theo gia tri wu tién. Puong
nhién 1a danh sach d6 c6 thé duoc luu trong mang hay DSLK.

Néu chung ta cai dit hang vu tién boi danh sach cac phan tir dugc sap
xép theo thtr tu wu tién ting dan (hodc giam dan) thi phan tr c¢6 gia tri uu
tién nho nhat nim & mot dau danh sach, va do d6 cac phép toan FindMin va
DeleteMin chi can thoi gian O(1). Nhung dé thyc hién phép toan Insert
ching ta can tim vi tri thich hop trong danh sach dé dat phan tir méi sao cho
tinh chat dugc sap cua danh sach duoc bao ton. Vi vdy phép toan Insert doi

hoi thot gian O(n), trong do6 n 1a d6 dai cua danh séch.

Néu chung ta cai dat hang vu tién boi danh sach cic phan tir theo mot
thir ty ty ¥, thi khi can xen vao hang wu tién mot phan tir méi chiing ta chi
can dua nd vao dudi danh sach, do d6 phép toan Insert chi can thoi gian
O(1). Song dé tim va loai phan tir c6 gia tri wu tién nho nhét ching ta can
phai duy¢t toan b0 danh sach, va vi vay cac phép toan FindMin va

DeleteMin can thoi gian O(n).
10.2.2  Cai @it hang wu tién boi cAy tim kiém nhi phén

Trong muc 8.4.3 chung ta da cai dat KDLTT tap dong bdi cay tim
kiém nhi phan. Can luu ¥ rang, c6 thé xem hang vu tién nhu 1a mot dang dic
biét cua tap dong khi ma ta lay gia tri vu tién cta moi phan ttr 1am khoa va
chi quan tam t41 cac phép toan Insert, FindMin, DeleteMin. Vi vay duong
nhién ching ta c6 thé cai dit hang wu tién boi cay tim kiém nhi phan. T 16p
BSTree (trong hinh 8.16), bang thira ké ban c6 thé dua ra 16p cai dat hang uu
tién. Hi¢u qua cua cac phép toan hang uvu tién trong cach cai dat nay da duoc
thao luan trong muc 8.5. Trong truong hop tt nhat thoi gian thuc hién cac
phép toan hang wu tién 12 O(log n), truong hop xau nhét 1a O(n).

Trong muyc sau diy ching ta sé dua ra mot cach cai dat moi: cai dat
hang uu tién bdi cay thir ty bd phan. V&1 cach cai dat nay, thoi gian thuc

hién cua cac phép toan hang uu ti€n luén ludn la O(log n).
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10.3 CAY THU TU BQ PHAN

Trong muyc 8.4 chiing ta d nghién ctru CTDL ciy tim kiém nhi phén.
Trong cdy tim kiém nhi phan, cac khoa cta dir liéu chira trong cac dinh cua
cdy can phai thoa mén tinh chat thir tu: khéa ctia mot dinh bat ky 16n hon
khoéa cua cac dinh trong cdy con trai va nho hon khoa cia cac dinh trong
cay con phai. Trong cay thu tu bd phan, chi doi hoi cac khoa chura trong cac
dinh théa man tinh chét thtr tu bo phan: Khéa ctia mot dinh bat ky nhd hon
hoac béng khoa cua cac dinh con cua n6. Mac du vay, CTDL cay tht tu bo
phén cho phép ta thuc hién hi€u qué céc phép toan hang wu tién.

Cay thir tw by phan (partially ordered tree, hoac heap) 1a mét cay nhi
phan hoan toan va thoa man tinh chit tht tu bod phan. Vi du, cay nhi phan
trong hinh 10.1 1a cay tht ty bo phan.

Hinh 10.1 Cay thw tuw b phan
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Ching ta can luu y dén mot sb dic diém cua cay thtr tu bo phan.
Trudc hét, nd can phai 1a cay nhi phan hoan toan (xem dinh nghia trong muc
8.3), ttrc 1a tit ca cac mirc cua cay déu khong thiéu dinh ndo, trir mirc thip
nhat duoc 1ap day ké tir bén trai. Tinh chit nay cho phép ta cai dat cay thu
tw bo phan boi mang. Mac khac, tir tinh chat tht tu bd phan ta rat ra dac
diém sau: Cac gia tri khoa nam trén duong di tir gbe tdi cac nit 14 tao thanh
mot diy khong giam. Chang han, diy cac giai tri khoa tir gbe (dinh 0) toi
dinh 8 14 3, 6, 9, 15. Diéu d6 c6 nghia 13, dit liéu c6 khoa nhé nhat duge luu

trong géc cua cay thtr tu b phan.

P cao ciia ciy thit tw bd phén. Gia st n 13 sé dinh cua ciy nhi phan
hoan toan c¢6 d6 cao h. D& dang thiy rang, 2"' < n <2"-1 va do d6 2"'<
ntl <2". T d6 ta suy ra réng, dd cao h cua cay thtr tu bd phan c6 n dinh
bang [ log(n+1)].

Sau day chung ta xét xem cac phép toan hang uvu tién dugc thyc hién
nhu thé nao khi hang uvu tién biéu dién boi cay thu ty bd phan (voi gia tri

khoa ctia dir liéu chtra trong mdi dinh duoc 1dy 14 gid tri wu tién).
10.3.1  Cac phép toan hang wu tién trén cay thir tw b¢ phin

Nhu trén d3 nhan xét, d6i tuong dit liéu c6 khoa nho nhat duoc luu
trong gbc cta cay thir tw bo phan, do d6 phép toan FindMin duoc thyuc hién
dé dang va chi doi héi thoi gian O(1). Kho khin khi thyc hién phép toan
Insert va DeleteMin 13 & chd chiing ta phai bién doi cay nhu thé nao dé sau

khi xen vao (hodc loai bo) cdy van con théa méan tinh chat tht tu bo phan.

Phép toan Insert. Gia sir ching ta cin xen vao cdy mot dinh mai
chira dir liéu x. P& dam bao tinh chét 1a cay nhi phan hoan toan, dinh méi
dugc dat 1a dinh ngoai cung bén phai ¢ muirc thap nhat. Chang han, tir cay
trong hinh 10.1, khi thém vao dinh méi véi khoa 1a 3 ta nhan dugc cay trong
hinh 10.2 a. Nhung cdy nhan dugc c6 thé khong théa man tinh chét thir tu bo

phan, vi dinh md1 thém vao cé thé cé khoa nho hon khoda cua dinh cha no,
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chang han cdy trong hinh 10.2 a, dinh méi thém vao c6 khoa 1a 3, dinh cha
n6 c6 khoa 1 7. Chiing ta c6 thé sip xép lai dir liéu chura trong cac dinh dé
cdy thoa man tinh chét thir tur bd phan bang thuit toan don gian sau. Di tir
dinh m&i thém vao 18én gbc cdy, mdi khi ta dang & mot dinh co khéa nhé hon
khoa cua dinh cha n6 thi ta hoan vi dit li¢u chud trong hai dinh do va di 1én
dinh cha. Qua trinh di 1én s€ dung lai khi ta dat t&i mot dinh ¢6 khoa 16n hon
khoa cua dinh cha nd, hodc cing 1am 1a khi dat téi goc cay. Vi dy, véi cay
trong hinh 10.2 a, su ddi chd cac dit liéu duoc minh hoa trong hinh 10.2 a-c.
D@ dang chimg minh duoc rang, qué trinh di tir dinh méi thém vao 1én gbc
va tién hanh d6i chd cac dir liéu nhu trén s& cho cay két qua 1a cay thtr tw bo

phan (bai tap).

274



(c)

Hinh 10.2. Xen mgt dinh méi vao cay thir tw by phan.

275



Phép toan DeleteMin. Chung ta can loai bo khoi cay thtr ty bo phan
dinh c6 khoa nhé nhat, nhu trén da nhan xét, dé 1a géc cdy. Thuat toan loai
gbc cay duogc tién hanh qua hai bude. Pau tién, ta dem dir lidu ¢ dinh ngoai
cung bén phai ¢ mirc thap nhit luu vao gbc ciy va loai dinh d6. Chang han,
tir cay trong hinh 10.1, ta nhan dugc cay trong hinh 10.3a . Hanh dong trén
m&i chi dam bao dinh chtra dit liéu c6 khoa nhod nhat di bi loai va ciy van la
cay nhi phan hoan toan. Song tinh chét tht tu bd phan c6 thé bj vi pham, vi
khoa cua dinh gbc bay gid cd thé 16n hon khéa cua cac dinh con cia no,
ching han nhu cay trong hinh 10.3 a. Budc tiép theo, ta di tir gbc cdy xudng
14 va tién hanh hodn vi cac dir liéu chira trong céc dinh cha va con khi can
thiét. Gia sir ta dang & dinh p, con trai cta p (néu c6) 1a v, con phai (néu co)
1a v, . Gia str dinh p c6 khoa 16n hon khoa cua it nhét mot trong hai dinh con
1 v va v,. Khi d6, néu khoéa ctia dinh v; nho hon khoéa cua dinh v, thi ta hoan
vi cac dir li¢u trong p va v; va di xuéng dinh v;, néu nguoc lai, ta hoan vi cac
dir lidu trong p va v, roi di xudng dinh v,. Qua trinh di xudng s& dimg lai khi
ta dat t61 mot dinh c6 khoa nho hon khoa ctia cac dinh con, hodc cung lam 1a
khi dat t&i mét dinh 14. Vi du, sy doi chd cac dit liéu chira trong cac dinh cua

cdy trong hinh 10.3a duoc thé hién trong cac hinh 10.3 a-c.
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(©)

Hinh 10.3. Loai dinh chira khéa nhé nhit.
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Chung ta da chi ra rang, dd cao cta cdy hoan toan xap xi bang log(n),
trong d6 n 13 s6 dinh cta cdy. Cac phép toan Insert va DeleteMin chi tiéu ton
thoi gian dé hoan vi cac dit liéu chira trong cac dinh ndm trén duong di tir 14
1én gbc (ddi voi phép toan Insert) hodc trén dudng di tir gbc xudng 14 (phép
toan DeleteMin). Vi vay, thoi gian thuc hién cac phép toan Insert va
DeleteMin trén cay thir tu bd phan 1a O(log n), trong d6 n 14 s6 dir liéu trong
hang uu tién.

10.3.2 XAy dung cay thir tw b phéin

Trong céc tng dung, thong thuong ching ta can phai xay dung mot
cdy thir ty bd phan tir n ddi twong dit liéu da c6. Mot cach don gian 13, xuat
phat tir cay rdng, ap dung phép toan Insert dé xen vao cac dinh méi chira cac
dir liéu da cho. Mdi phép toan xen vao doi hdi thoi gian O(log n) va do d6
toan bd qué trinh trén can thdi gian O(n log n). Sau day ching ta dua ra mot

cach xay dung khac, chi doi héi thoi gian 1a O(n).

Nhu di trinh bay & trén, thuat todn DeleteMin gdm hai budc. Sau
budc thir nhét, ta nhan dugc ciy (chang han, cay trong hinh 10.3 a), ciy nay
c6 hai cay con trai va phai cua gbc di 1a cay thir ty bd phan, chi trir tai goc
c6 thé tinh chat thir tr bd phan khong théa man. Trong budc thir hai, ta di tir
géc Xuéng va tién hanh hoan vi cac dir liéu trong cdp dinh cha, con khi can
thiét dé cho cay thoa man tinh chat thtr tw bd phan. Ching ta s& ndi toi budc
nay nhu 13 budc day dir liéu chua trong goc cdy xubng vi tri thich hop
(siftdown). Didu d6 1a co so cua thudt toan xdy dung cdy sau ddy. Thuit toan
nay gdém hai giai doan:

1. Tu day n dir li€u, ta xay dung cdy nhi phan hoan toan, cac dir li¢u
duoc 1an lugt dua vao cac dinh cua cay theo thir tu tu trén xuéng dudi va
trong cung mot muc thi tir trai qua phai, bat dau tir géc dugc danh sé 1a 0.
Chang han, tir 10 dit liéu véi cac khéala 15,7,9,10,2,13,4,12,6va
5, ta xay dung duogc cdy nhi phan hoan toan nhu trong hinh 10.4 a.
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2. Xu 1y cac dinh i cta cay bat dau tir dinh duge danh sb 1a [n/2-1],
sau mdi 1an i dugce giam di 1 cho t6i khi i bang 0. Chang han, trong hinh
10.4 a, ching ta lan luot xtr ly cac dinh i =4, 3, 2, 1, 0. Mdi khi xir 1y t6i
dinh i, thi dinh i da 13 gdc clia cdy nhi phan hoan toan véi hai cay con da 1a
cdy thir thtr tw bo phan. Vi vy, chiing ta chi can tién hanh day dir liéu chta
trong dinh i xudng vi tri thich hop, nhu chung ta di lam trong budc hai cua
thuat toan DeleteMin. Vi dy, xét cay trong hinh 10.4 a. Bit dau tir dinh i=4,
dinh nay c6 khoa nho hon khoéa cia dinh con né, nén khong can 1am gi ca.
Véi i=3, ta day dit liéu trong dinh 3 xudng dinh 8 dé c6 cay trong hinh 10.4
c. Voi i =2, day dir lidu ¢ dinh 2 xudng dinh 6, ta c6 cdy trong hinh 10.4c.
Voii=l1, déy dir liéu ¢ dinh 1 xuéng dinh 9, nhan duoc cay trong hinh 10.4d.
Véi i=0, ta can day dit liéu & gbc cay xudng dinh 9 va nhan dugc cay thi tu

bod phan nhu trong hinh 10.4 e.

(a)

279



280



Hinh 10.4. Xay dung cay thir tw by phan.
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Bay gio chiing ta chimg t6 rang, thut toan xay dung ciy thir ty bo
phan trén chi doi hoi thoi gian O(n). RS rang rang, giai doan xay dung cay
hoan toan tir n dit liéu chi can thoi gian O(n). Vi vdy chung ta chi can chi ra
rang giai doan hai ciing chi can thoi gian O(n). Trong giai doan hai, chiing ta
tién hanh xur Iy cac dinh cua cdy theo thtt ty nguoc lai tir dinh duoc danh sb
1a n-1 t6i dinh 0. V6i mdi dinh ta tién hanh day dir liéu chura trong dinh d6
t61 vi tri thich hop, vi tri ndy cing 1am 1a mot 14 cta cdy. Vi vay thoi gian
cho xtr Iy mdi dinh 1a d6 cao ctia dinh d6. Chung ta tinh tong do cao cua tat
ca cac dinh trong cdy. Pinh gbc ¢6 d6 cao h, & mirc 1 ¢6 2 dinh véi d6 cao 1a
h-1,.... O mutrcicd 2" dinh v6i dd cao 1a h-i, do d6 tdng do cao cua cac dinh
la:

fin)=2"h+2"(h-1)+...+2"2+2"" 1

:hiz‘(h—i)
_ hhiz‘ _ hZﬁiz‘

= h2"-1)-[(h-2)2"+2] = 2™'—h-2

Chung ta di biét ring, 40 cao h cta cdy hoan toan n dinh 1a
h=log(n+1). Tu do, f(n) = 2n—log(n+1) hay f(n) = O(n). Nhu vay giai
doan hai chi doi héi thoi gian O(n).

10.4 CAI PAT HANG UU TIEN BOI CAY THU TU BQ PHAN

Trong muc 8.3 chung ta da dua ra cach cai dat cay nhi phan hoan toan
boi mang. Cay thi tu bd phan 14 ciy nhi phan hoan toan, do d6 c6 thé cai dat
cdy thtr tw bd phan boi mang. Chang han, ciy thir tir bd phéan trong hinh 10.1

¢6 thé duoc luu trong mang nhu sau:
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o 1 2 3 4 5 6 7 8

2 |6 |4 ]9 7 8 13| 12] 15

last SIZE - 1

Chiing ta s& st dung mot mang data v6i ¢& 1a SIZE dé luu cac dit liéu
chura trong céc dinh cua cay tha tu bd phan. Dt li¢u chira trong dinh dugc
danh s6 i s& duoc luu trong thanh phan data[i] ciia mang, i s& chay tir 0 dén
chi s6 sau cung 1a last, va khong gian trong mang tir chi so last+1 téi SIZE-1
1a khong gian chua sir dung. Nh¢ lai rang, véi cach luu nay, néu mot dinh
dugc Iuu trong data[i] thi dinh con trai cua n6 dugc luu trong data[2*i+1],
con dinh con phdi dugc luu trong data[2*i+2] va dinh cha cua n6 dugc luu
trong data[(i-1)/2].

Str dung phuong phap biéu dién hang wu tién boi cay thir ty bd phan
(khoa cua céac dinh 1a gi tri wu tién), ching ta cai dat KDLTT hang wu tién
boi 16p PriQueue dugec mo ta trong hinh 10.5. Lop PriQueue 1a 16p phu
thudc tham bién kiéu Item, trong d6 Item 13 kiéu cua cAc phan tir trong hang
vu tién. Cac phan tir trong hang uu tién chira mot thanh phan 13 gia tri wvu
tién (priority), va dé don gian cho cach viét ta gia thiét rang, co thé truy cap
truc tiép toi gia tri wu tién cla cac phan tir. Ching ta c6 thé cai dat hang uu
tién boi mang dong, nhu ching ta da lam khi cai dat danh sach (xem muc
4.3). Song dé tap trung sy chu y tdi cac ky thuat duoc sir dung trong cac
phép toan hang uu tién, chung ta cai dat hang uu tién b1 mang tinh data.
Cai dat boi mang dong dé lai cho doc gia, xem nhu bai tap. Lop PriQueue
chira hai ham kién tao, ham kién tao mac dinh 1am nhiém vy tao ra mét hang
vu tién rdng, va mot ham kién tao khac xay dung nén hang wu tién tir cac dir
liéu da duogc luu trong mot mang theo phuong phap trong muc 10.3.2. Cac
ham thanh phﬁn con lai 1a cac ham thyc hi¢n cac phép toan trén hang uu
tién. Mot dicu can luu y 13, ching ta dua vao 16p PriQueue mot ham an
ShiftDown(int 1), ham nay thyc hién budc hai trong thuat toan DeleteMin.

Ham nay dugc st dung dé cai dat ham kién tao tht hai va ham DeleteMin.
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template <class Item>
class PriQueue
{
public:
static const int SIZE = 1000;
PriQueue() // Ham kién tao mic dinh
{last=-1}
PriQueue(Item* element, int n);
//Xay dung ham wu tién tir n phan tir dugc luu trong mang element.
bool Empty() const
{ return last <0;}
Item & FindMin() const;
// Tra vé phan tir co gia tri wu tién nho nhat
void  Insert(const Item & object, bool & suc);
// Xen object vao hang uu tién. Néu thanh cong bién suc nhan gia
// tri true, néu khong gia tri ctia no 1a false.
Item & DeleteMin();
// Loai va tra vé ddi tuong ¢ gid tri wu tién nho nhat.

private:
Item data[SIZE];
int last;

void  ShiftDown(int i); ,
// Pay dir li¢u trong dinh 1 xudng vi tri thich hop
s

Hinh 10.5. Lép PriQueue.

Sau day chiing ta cai dit cac ham thanh phan cta 16p PriQueue. Trudc
hét 13 ham tim d6i twong c6 gia tri uu tién nho nhat.

template <class Item>
Item & PriQueue <Item> :: FindMin()

{

assert( last >= 0);
return  data[0];

284



Ham 4n ShiftDown(int i) thuc hién budc hai trong thuat toan
DeleteMin(). Chung ta sir dung bién parent ghi lai chi s6 ctia dinh cha va
bién child ghi lai chi sé cta dinh con c6 gi tri vu tién nho hon gia tri vu tién
ctia dinh con kia (néu c6). Bién x luu lai phan tir chira trong dinh i. Ban dau
gia tri cua parent 13 i, mdi khi gia tri vu tién cua x 16n hon gid tri wu tién cta
dinh child thi phan tir chira trong dinh child dugc day 1én dinh parent va ta di
xudng dinh child. Dén khi gia tri wu tién cta x nho hon hoic bang gia tri uu
tién cua dinh child hoac khi dinh parent l1a dinh 14 thi phﬁn tor x duoc dat vao

dinh parent. Ham ShiftDown dugc cai dat nhu sau:

template <class Item>
void PriQueue <Item> :: ShiftDown(int 1)
{
Item x = data[i];
int  parent =i,
int  child = 2*parent+1; //dinh con trai.
while (child <= last)
{
int  right = child+1; //dinh con phai
if (right <= last && data[right].priority < data[child].priority)
child = right;
if (x.priority > data[child].priority)
{
data[parent] = data[child];
child = 2*parent+1;
j

else break;

data[parent] = x;

b

Str dung ham ShiftDown, chung ta dé dang cai dit duoc ciac ham

DeleteMin va ham kién tao.

template <class Item>
Item & PriQueue<Item> :: DeteleMin()

{
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assert(last >= 0);
data[0] = data[last--]; //chuyén phﬁn t trong dinh 14 ngoai cung
//bén phai & mirc thap nhat 1én goc.
ShiftDown(0);
h

template <class Item>
PriQueue<Item> :: PriQueue(Item* element, int n)

{ . .
nt 1;
for(1=0;1<n;it+)
data[i] = element[i];
last = n-1;
for(i=n/2-1;1>=0;1i-)
ShiftDown(1);
h

Bay gio ching ta s€ cai dat ham Insert. Ham Insert dugc cai dat theo
ky thuat twong ty nhu ham ShiftDown. Bién child ban dau nhan gia trj 13
last+1. Bién parent dugc tinh theo bién child, parent=(child-1)/2. M&i khi
gia tri wu tién ctia dinh cha 16n hon gia tri wu tién cta d6i twong can xen vao
thi phan tir trong dinh cha duoc day xudng dinh con va ta di 1én dinh cha.
Khi dat t61 dinh cha c6 gia tri wu tién nho hon hay béng gia tri uwu tién cua
ddi tuong can xen vao thi d6i tuong dugc dat vao dinh con. Ham Insert dugc

cai dat nhu sau:

template <class Item>
void PriQueue<Item>:: Insert(const Item & object, bool & suc)
{
if (last == SIZE-1)
suc = false;
else {
suc = true;
int child = ++last;
while (child > 0)
{
int parent = (child-1)/2;
if (data[parent].priority > object.priority)
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data[child] = data[parent];
child = parent;

}

else Dbreak;

j
data[child] = object;

}
}

10.5 NEN DU LIEU VA MA HUFFMAN

Nén dit liéu (data compression) hay con goi 1a nén file 1a k¥ thuat rat
ngan ¢ cua file dugc luu trit trén dia. Nén dit liéu khong chi nham tang kha
nang luu trit ciia dia ma con dé tang hiéu qua cua viéc truyén dit liéu qua cac
duong truyén bdi modem. Chung ta ludn ludn gia thiét rang, file dir liéu
chira cac dit liéu duoc biéu dién nhu 1a mot xau ky tu dugc tao thanh tur cac
ky tu trong bang ky tu ASCIL Dé luu cac dir liéu dudi dang file, chung ta
can phai ma hoa cac dit liéu dudi dang mot xau nhi phan (xdu bit), trong d6
mdi ky tu duoc biéu dién bai mot day bit nao do duoc goi la tir ma (code
word). Qua trinh sir dung cic tir md dé bién doi xau bit tré vé xau ky tu
ngudn duge goi 1a gidi ma.

Trudc hét ta ndi tdi cach mi hoa don gian: cac tir ma c6 doi dai bang
nhau. Boi vi bang ASCII chtra 128 ky tu, nén chi can cac tir ma 8 bit 1a du
dé bicu dién 128 ky tu. Can chd ¥ rang, néu xau ky tu dugc tao thanh tir p ky
tu thi moi tir mé can it nhat ’_log rﬂ bit. Vi du, néu xau ky tu ngudn chi
chura céc ky tu a,b,c,d,e va f thi chi can 3 bit cho mdi tir ma, chéng han
ta c6 thé ma a = 000, b = 001, ¢ = 010, d = 011, e = 100, va f= 101.
Phuong phap mi hoa sir dung cc tir ma c6 do dai bang nhau c6 uu
diém la viéc giai ma rat don gian, nhung khong tiét kiém dugc khong

gian trén dia, chang han trong vi du trén, néu xau nguoén c6 do dai n thi
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sO bit can thiét 1a 3.n bat ké s0 lan xuat hién cua cac ky tu trong xau

nhiéu hay it.

Chung ta co6 thé giam sd bit can thiét ¢ ma x4u ky tw ngudn bang
cach st dung cac tir ma co do dai thay ddi, tirc 13 cac ky tu duoc ma
hoa bdi cac tir ma c6 d6 dai khac nhau. Ching ta s& biéu dién ky tu co
tan xudt xuat hién cao boi tir ma ngin, con ky tu c¢6 tn xuat xuit hién
thap v&i cac tir ma dai hon. Nhung khi ma cac tir ma c6 do dai thay doi,
dé giai ma chiing ta can phai c6 cach xac dinh bit bat dau va bit két thiic
mot tir ma trong xau bit. Néu mot tir ma co thé 1a doan dau (tién to) cua
mot tir ma khac thi khong thé giai ma dugc duy nhat. Chang han, khi
Xau nguén chtra cac ky tuw a, b, c, d, e va f va ta st dung cdc tr ma: a =
00,b=111,c=0011,d=01,e=0vaf=1 (tr ma 00 14 tién t6 ctia tlr
ma 0011, tir ma 0 12 tién t6 cta tir ma 01, 00, 0011, tir ma 1 1a tién t6
ciia tr ma 111); khi d6, xau bit 010001 c6 thé gidi ma la cac tu dad,
deed, efad,... Do d6, dé dam bao mot xau bit chi co thé 1a mi ciia mot
xau ngudn duy nhat, ching ta c¢6 thé st dung cc tir ma sao cho khong
6 tir ma nao 12 tién td ciia mot tir ma khac.

Mot hé tir ma ma khong co6 tir ma nao 1a tién t6 cta tir mé khéc s&
duoc goi 13 ma tién t (prefix code). Nguoi ta xay dung ma tién té dua
trén tan xuat cta cac ky tu trong xau ngudn. Phuong phap ma nay cho
phép rat bét dang ké s bit can thiét. Vi du, chung ta lai gia thiét xau
nguén dugc tao thanh tur cac ky tu a, b, ¢, d, e va f, xau c6 do dai 10000
ky tu, trong d6 ky tu a xuat hién 3000 lan, b xuat hién 1000 lan, ¢ xuét
hién 500 lan, d xuat hién 500 1an, e xuat hién 3000 1an va f xuat hi¢n
2000 lan. Chung ta co thé st dung ma tién té nhu sau, a = 00, b = 101,
¢ =1000,d = 1001, e =01 va f= 11, khi d6 s6 bit can thiét la:

3000.2+1000.3+500.4+500.4+3000.2+2000.2 = 23000 bit
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Trong khi d6, néu sir dung cac tir ma cung d6 dai 13 3 bit thi s bit doi
hoi 12 10000.3 = 30000 bit.

Nhu vay, van dé duoc dit ra bay gio la, lam thé nao tir mot xau
ky tu ngudn, ta xdy dung duoc ma tién t6 sao cho sb bit can thiét trong
xAu ma 14 it nhét c¢6 thé dugc. M3 tién td thoa min tinh chit d6 duoc
goi 1a ma tién t6 t6i wu. Dudi day ching ta s& trinh bay phuong phap

ma duogc dé xuat bdi Huffman.

Chuing ta s& biéu dién ma tién t6 dudi dang cdy nhi phan, tai mdi
dinh ctia cdy, nhanh bén trai duoc gan nhin 1a 0, nhanh bén phai duoc
gan nhan 1a 1, mdi ky tu duoc luu trong mot dinh 14 cua cay. Khi do, tir
mi cta mdi ky tu 1 xau bit tao thanh tir cdc nhén trén dudng di tir gbc
t6i dinh 14 chira ky tu d6. Chang han, ma tién t6 d3 dwa ra & trén (a=00,
b=101, c=1000, d=1001, e=01 va f=11) duoc biéu dién boi cay nhi
phan trong hinh 10.6.
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Hinh 10.6. Cay nhi phin biéu dién ma tién to.

Chung ta c6 nhan xét réng, khi mot ma co thé biéu dién bai cay nhi
phan nhu d3 mé ta ¢ trén thi ma s& 12 ma tién td, diéu dé dugc suy ra tir tinh
chat cac ky tu chi dugc chua trong cac dinh 14 ciia cay. Mit khac, ching ta
c6 thé giai ma rat don gian néu chung ta biéu dién ma tién td boi cay nhi
phan. Thuat toan giai ma nhu sau: doc x4u bit bat dau tir bit dau tién, va bat
dau tir gbc cay ta di theo nhanh trai néu bit duoc doc 1a 0 va di theo nhanh
phai néu bit 1a 1. Tiép tuc doc bit va di nhu thé cho t6i khi gip mot dinh 14,
ky tu dugc luu trong dinh 14 d6 duoc viét ra xau két qua. Lai doc ky tu tiép
theo va lai bat dau tir géc di xubng, ldp lai qua trinh d6 cho t6i khi toan bo

xau bit duoc doc qua.

Thuat toan Huffman st dung hang uu tién dé xdy dung ma tién t6
dudi dang cay nhi phan. Cay két qua duoc goi la cAy Huffman va ma tién t6
tmg véi cdy d6 dugc goi 14 ma Huffman. Trude hét xau ky tu ngudn can
dugc doc qua dé tinh tan xuat ciia mdi ky tu trong xau. Ta ky hiéu tin xuét
cua ky tu ¢ 1a f(c). Véi mdi ky tu xudt hién trong xau ngué)n, ta tao ra mot
dinh chira ky tu d6, dinh nay duoc xem nhu gbc cia cay nhi phan chi c6 mot
dinh. Chang ta ky hiéu tap dinh d61a I' . Tap T’ duoc ldy 1am dau vao cua
thuat toan Huffman. Y tudng ctia thuat toan Huffman 1a tir tap cac cdy chi co
mét dinh, tai mdi budc ta két hop hai cay thanh mét cdy, va Idp lai cho dén
khi nhan duoc mot cay nhi phan két qua. Chu ¥ rang, chung ta can xay dung
dugc cdy nhi phan sao cho dudng di tir gbe toi dinh 1a chira ky tu c6 tan xuat
cao can phai ngin hon duong di tir gbc toi dinh 14 chira ky tu c6 tin xudt
thap hon. Vi vy, trong qué trinh xay dung, mdi dinh gdc cia cdy nhi phan
dugc gan véi mot gia tri wu tién dugc tinh bang tong cac tin xudt cta cac ky
ty chira trong cac dinh 14 cua no, va tai mdi bude ta can chon hai cay nhi
phan c6 mirc uu tién nhé nhat dé két hop thanh mot. Do d6 trong thuat toan,
ta s& str dung hang uu tién P dé luu cac dinh gdc cta cc cay nhi phan, gia tri

uu tién cua dinh v s€ dugc ky hiu 1a f(v), dinh con trai ctia dinh v dugc ky
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hi¢u la leftchild(v), dinh con phai la rightchild(v). ban dau hang uu tién P

duogc tao thanh tir cac tap dinh I' da néi ¢ trén, ta gia st I' chira n dinh.
Thuat toan Huffman gdm cac budc sau:

1. Khéi tao hang uu tién P chira cac dinh trong tap I’
2. Budc lap
For(i=1;1i<=n-1;1t++)
v; = DeleteMin(P);
v, = DeleteMin(P);
Tao ra dinh v méi1 voi:
leftchild(v) = vy;
leftchild(v) = v»;
f(v) = f(vi) + f(v2);
Insert(P,v);

C6 thé ching minh dwgc rang, md Huffman 14 m3 tién t6 toi wu. Mot
diéu nita can luu ¥ 12 ma Huffman khong phai 13 duy nhat, boi vi trong budc
2.3 chiing ta ciing ¢ thé dit rightchild(v) = vy, leftchild(v) = v».

Dé hiéu 16 hon thuat toan Huffman, ta xét vi du sau. Gia sir xau ky tu
nguén chtra cac ky tu voi tan xuAt nhu sau: a xuat hién 10 1an, b xuét hién 3
lan, ¢ xuat hién 23 lan, d xuat hién 7 lan, e xuét hién 30 1an va f xuat hién 2
lan. Nhu vdy ban dau hang wvu tién P chira cac dinh duoc chi ra trong hinh
10.7a, trong d6 gia tri vu tién(tAn xuat) dwoc ghi trén mdi dinh. Tai mdi
budc ta két hop hai ciy c6 gid tri wu tién ciia gdc nho nhat thanh mot cay
moi. Vi ¢6 6 ky tu, nén sb budc 1a 5, két qua cia mdi budce 1a mot ring cay
dugc cho trong cac hinh tir 10.6 b dén 10.6 f
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Hinh 10.6. Qua trinh xay dung ciy Huffman.
Tt cay Huffman trong hinh 10.6, ta thanh 13p dugc cac tir ma nhu sau:
e=0,c=11,a=100,d=1011, f=10100, vab=10101.

BAI TAP

1. Ta c6 thé biéu dién hang uu tién bai danh sach theo thir tu bat ky hodc
bai danh sach dugc sap theo gid tri wu tién ting dan (hodc giam déan).
Hay cai dat 16p hang wu tién bang cach thira ké private tir 16p co s&
Dlist (hoac Llist) trong céac truong hop sau:
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a. Hang uu tién dugc biéu dién boi danh sach theo thir ty bat ky.
b. Hang uu tién dugc bi€u dién bdi danh sach dugce sap theo gia tri
uu tién giam dan (tdng dan).

2. Gia st rang, cac d6i twong khac nhau ctia hang wu tién c6 thé c6 cling
mot gia tri wu tién. Lay gia tri vu tién lam khoa, hiy dua ra cich biéu
dién hang wu tién dudi dang cay tim kiém nhi phan. Hay thiét ké va
cai dit 16p hang wu tién khi hang wu tién dugc biéu dién boi cay tim
kiém nhi phan theo cach da dua ra.

3. Cho mdt diy ddi twong voi cac gia tri wu tién 13 10, 12, 1, 14, 6, 5, 8,
I5vao.
a. Tu cdy tht ty bd phan rdng, hiy xen vio ting dbi twong theo
thir ty da liét ké. V& ra cay két qua.
b. Hay st dung thuat toan xay dyng cay thir ty b phan cho day
d6i twong trén. So sanh cdy nay véi cdy nhan duoc bang cach
Xen vao tung dbi tuong ¢ cau a
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PHAN II

CAC CAU TRUC DU LIEU CAO CAP
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CHUONG 11
CAC CAY TIM KIEM CAN BANG

Trong myc 8.4 chung ta da nghién ciru CTDL cay tim kiém nhi phan
va sir dung CTDL nay dé cai dat KDLTT tap dong. Chung ta da chi ra rang,
cac phép toan tap dong trén cay tim kiém nhj phan, trong truong hop xau
nhat, s& doi hoi thoi gian O(n), trong d6 n 1a s6 dinh cua cdy. Do 1a trudng
hop cdy suy bién thanh danh sach lién két, tirc 12 tit ca cac nhanh trai (phai)
cia moi dinh déu réng. Trudng hop nay s& xdy ra khi chung ta xen vao ciy
mot diy dir liéu da duoc sip xép theo thtr tu ting (giam), mot hoan canh
thuong gap trong thuc tién. Trong chuong nay ching ta s&€ nghién ctru mot
sO loai cay tim kiém can bang, khac phuc duge sy chénh léch nhiéu vé s6
dinh gitra nhanh trai va nhanh phai tai moi dinh, va do do thoi gian thuc
hién cac phép toan tap dong, trong trudng hop xau nhét, cling chi 1a O(logn).
Céc cdy tim kiém can bang ma chung ta s& dua ra 1a cdy AVL va cdy do -
den.

Chuing ta s€ dua vao chuong nay phuong phdp phan tich mai, tu trude
dén nay chiing ta chua bao gio sir dung téi, d6 1a phan tich tra gop. Phuong
phap nay cho phép ta danh gia can trén chat ctia thoi gian thyc hi¢n mot day
phép toan trén CTDL ty diéu chinh. Cubi chuong nay chung ta s& nghién
ctru CTDL cdy tan loe: mot dang CTDL tu diéu chinh, va st dung phuong
phap phan tich tra gop dé danh gia thoi gian thyc hién mot diy phép toan tap
dong trén cay tan loe.

Trude hét ching ta dua vao cic phép toan quay trén cay nhi phan. Céac
phép quay nay s& duogc st dung dén trong cac muyc tiép theo.

11.1 CAC PHEP QUAY

Céc cay AVL, cdy do - den, cdy tan loe ma chung ta s& lan lugt xét
trong chuong nay déu 1a cay tim kiém nhj phan, tic 13 ching déu phai thoa
mén tinh chat tim kiém nhi phéan (hay tinh chat dugc sip): dit liéu chta trong
mot dinh bat ky c6 khoa 16n hon khoa ctia moi dir liéu chira trong cdy con
trai va nhé hon khoa ctia moi dir liéu chira trong cay con phai. Chung chi
khac nhau boi cac diéu kién ap diat nham giam do cao cua cdy hodc khong
]am mét cin bang giita nhanh trai va nhanh phai tai moi dinh. Mdi khi thyc
hién mot phép toan (xen hodc loai) lam cho cdy khong con thod man céc
diéu kién 4p dit, chung ta s& cdu tao lai cdy bang cach sir dung cac phép
quay.

297



Co hai phép quay co ban 1a quay trai va quay phai dugc chi ra trong
hinh 11.1. Gia st p la mot dinh trong cay nhi phan, va dinh con trai cia no la
v. Phép quay phai dinh p sé dat v vao vi tri cia dinh p, p tr¢ thanh con phai
cua v va cay con phai cua dinh v trd thanh cdy con trai cua dinh p. Trong
hinh 11.1, phép quay phai dinh p s& bién cay & vé trai thanh cy & vé phai.
Dbi xting qua guong ciia phép quay phai 1a phép quay trai, nhu dugc chi ra
trong hinh 11.1.

P
° quay phai p 6

quay trai v I

T, T3

Hinh 11.1. Cac phép quay co ban.

Bay gid chung ta chimg minh mot khang dinh quan trong: cac phép
quay co ban (trai hodc phai) khong phd v& tinh chat tim kiém nhi phén.
Chung ta chimg minh cho phép quay phai tai dinh p. Phép quay nay chi tac
dong dén dinh p va v, va do d6 ta chi can chi ra rang, sau khi quay dinh p va
v van con thoa mén tinh chit tim kiém nhj phan. Ta c6 nhan xét rang, phép
quay khong anh huong gi dén ciy con trai ctia v va cdy con phai ctia dinh
p.Trude khi quay, cay con phai cua v 1a T, thudc cdy con trai ctia dinh p,do
do6, khoa cia moi dinh trong cay con T, 16n hon khoa ctia dinh v va nho hon
khoa cua dinh p; mat khac, khoa cua moi dinh trong cay con T; 16n hon khoa
cua dinh p, va do d6 lon hon khoa cua dinh v, vi khoa cua dinh p 16n hon
khoa cua dinh v. Tu cac két luan do, ta thay ngay rang, cac dinh p va v sau
phép quay phai van con thoa mén tinh chat tim kiém nhi phan.

11.2 CAY AVL

Trong muc nay chung ta nghién ciru CTDL cay AVL, do cac nha toan
hoc Nga Adelson- Velskii va Landis dé xuat. Nho lai rang, ching ta xac dinh

298



d6 cao cua ciy nhi phan 13 s6 dinh trén dudng di dai nhat tir gbe t6i 14, va do
cao cua cdy rong bang 0. Cay AVL duoc dinh nghia nhu sau:

Pinh nghia 11.1. Cay AVL la ciy tim kiém nhi phan, trong d6 do
cao cua cdy con trai va dd cao cua cdy con phai ctia mdi dinh khac nhau
khong qua 1.

Nhu vay, mdi dinh cia cdy AVL s& & mdt trong ba trang thai: cdy con
trai va phai c6 do cao bang nhau (ta ky hiéu trang thai nay la EH), cay con
trai cao hon cay con phai 1 (trang thai LH) va ciy con phai cao hon cdy con
trai 1 (trang thai RH). Sau nay chung ta s€ néi dinh & mdt trong ba trang thai
trén la dinh can béng. Con néu mot dinh ¢6 dd cao cay con trai 16n hon do
cao cay con phai 2 thi ndé dugc xem la dinh 1é€ch bén trai. Tuong tu, ta co
khai ni€ém dinh 1éch bén phai.

Hinh 11.1 cho ta mot vi dy vé cdy AVL

O
oo

@@/
&

Hinh 11.1. Mt cAy AVL

Bay gio chung ta chimg minh mdt tinh chat quan trong vé do cao cla
cay AVL.

Pinh ly 11.1. B cao ctia cdy AVL c6 n dinh 1a O(logn).

Thay cho danh gia d6 cao 16n nhét cua cdy AVL chira n dinh, ta danh
gia sd dinh it nhat cia ciy AVL v&i do cao h. Ta ky hiéu N(h) 1a s6 dinh it
nhat ctia cdy AVL ¢6 d6 cao h. Cac cay AVL c6 sb dinh it nhat v6i do cao h
=1, 2, 3 dugc chi ra trong hinh 11.2a. Nhu vay N(0) =0, N(1) = 1, N(2) = 2,
N(3) = 3. Cay AVL c6 s6 dinh it nhat voi d6 cao h 1a cay trong hinh 11.2b,
n6 c6 cay con trai 1a cdy AVL c6 sb dinh it nhat v6i do cao h-1, va ciy con
phai 1a cdy AVL c6 so dinh it nhat v&i do cao h-2. Do d6

N(h)=N(h-1) + N(h-2) + 1 (1)
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Hinh 11.2. Cac cAy AVL c6 s6 dinh it nhit.

Tir dang thirc (1) va tinh chat cua day so6 Fibonacci, bang quy nap ta
ching minh dugc

N(th)=Fh+1)-1 (2)
trong d6 F(m) 13 s6 tha m trong day sb Fibonacci.

Nhung F(m) :%@m —4™), trong d6

§=51+35) Vi §=2(1-45), do do

N(h) — %(¢h+l _¢?h+1)_1
Chu ¥ rang ‘¢‘ = %(1—\/5)‘< 1. Do d6 hang thirc ¢™" s& gan véi 0 khi h 16n.

Do do6, ta c6 danh gia
1
Nh ~ h+1
®) \/§¢

Tu do ta cod
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h = O(log N(h))
Vi N(h) 1a s6 dinh it nhat cta cay AVL c¢6 d6 cao h, do d6 do cao h cua cay
AVL ¢6 n dinh 1a h = O(logn).
Chung ta sé& sir dung tinh chét vé d6 cao cta cdy AVL dé danh gia thoi
gian thyuc hién cac phép toan tap dong trén cay AVL.

12.2.1 Cac phép toan tap dong trén ciy AVL

Boi vi cdy AVL 1a cay tim kiém nhi phan, nén cac phép toan hoi: tim
kiém dir lidu c6 khod k cho trude, tim dir liéu c¢6 khoa nho nhét (16n nhat)
duogc thuc hién theo cac thuat toan nhu trén cay tim kiém nhj phan. Ching ta
d3 chi ra rang, do cao cua cdy AVL chira n dinh 12 O(logn), do d6 thoi gian
thuc hién cac phép toan hoi trén cdy AVL 1a O(logn). Nhung néu ching ta
thuc hién phép toan xen (hodc phép loai) trén cdy AVL thi ching ta khong
thé chi tién hanh nhu trén cdy tim kiém nhi phan, béi vi sau khi xen (loai)
tinh can bang tai mot sd dinh co thé bi pha vd, tirc 1a d6 cao ctia ciy con trai
(phai) lon hon d9 cao cay con phai (trai) 2. Trong cac truong hop do, ching
ta can phai ciu trc lai cdy bang cach sir dung cac phép quay dé thiét 1ap lai
su can bang cua céac dinh.

Phép toan xen. Viéc xen vao cdy AVL mot dinh mdi trudce hét duoc
thue hién theo thuat toan xen vao cay tim kiém nhi phan. Khi d6 cac dinh
nam trén duong di tir dinh méi xen vao 1én gbc co thé khong con cin bang
nita. Vi vay chung ta cin phai di tir dinh méi 1én gdc, gip dinh ndo mét can
bang thi st dung cac phép quay dé lam cho n6 tré thanh cin bang. Mot dinh
mat can bang chi co thé 1a léch bén trai hodc léch bén phai. Chiing ta xét
truong hop dinh 1éch bén trai.

Gai stt a 1a dinh dau tién trén duong di t dinh maoi lén géc bi 1éch bén
trai. Gia sir P 12 con tro lién két trong cay tro téi dinh a. Gia st dinh con trai
cua a la dinh b, cay con trdi cua b 1a T;, cdy con phai cua b 1a T,, cdy con
phai cua dinh a l1a Ts. Truong hop dinh a bi 1€ch trai chi xdy ra khi ma trudce
khi xen vao dinh md&i, d§ cao cdy con trai cia dinh a 16n hon d6 cao cay con
phai 1 va dinh méi duogc xen vao cay con trai cta a, lam tang do cao cay con
trai ciia a 1én 1. Do d6 néu cdy con T c6 d6 cao h, thi mot trong hai cay con
Ty, T, phdi c6 do cao h + 1, con cay kia c6 do cao la h. Chung ta xét tirng
truong hop.

e MAiu quay phai. Truong hop cdy con T; c6 d6 cao h + 1 va cay con

T, ¢6 d6 cao h (h = 0), nhu trong hinh 11.3a, ching ta chi can thyc

hién phep quay phai dinh a. Két qua ta nhan dugc ciy trong hinh

11.3b. D& dang thiy rang sau phép quay phai, ca hai dinh a va b déu &
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trang thai can bang EH va d6 cao cua cy P giam di 1 so v6i trude khi

6
A Al

a

P

AN

(b)

Hinh 11.3. Miu quay phai
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e Miu quay kép trai - phai. Truong hop cdy con T c6 do cao h, va
cdy con T, ¢6 d6 cao h + 1, néu ching ta thuc hién phép quay phai
dinh a thi dinh P lai tro thanh léch phai (hdy thir xem). Trong truong
hop nay ching ta phai tién hanh phép quay kép. Gia st cay con T, co
gbc 1a dinh ¢, cdy con trai cta ¢ 1a T}, cdy con phai 1 T,. Pé cho T, ¢6
d6 cao h + 1, thi it nhdt mot trong hai cdy con T, va T, phai c6 do cao
h, con cay kia c6 thé c¢6 do cao h hodc h — 1. Ching ta c¢6 cdy nhu
trong hinh 11.4a. Pau tién ta quay trai dinh b dé nhan duogc ciy trong
hinh 11.4b Sau do6 ta quay phai dinh a, cay ket qua la cay trong hinh
11.4c. D& dang thdy sau hai phép quay lién tiép trai, phai nay thi ca ba
dinh a, b, ¢ déu tro thanh can bang, dinh ¢ & trang thai EH, dinh b &
trang thai EH hodc EH, con dinh a ¢ trang thai EH hodc RH. Chung ta
thdy rang, sau phép quay kép trai - phai nay thi 4o cao cta ciy P ciing
giam di 1 so véi trudce khi thuc hién phép quay.
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(c)

Hinh 11.4. Miu quay kép trai - phai
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Chiing ta ¢c6 mdt nhan xét quan trong: ca hai mau quay, quay phai
hodc quay kép trai - phai, déu lam giam do cao cua cay P di 1, tirc 13 trd lai
do cao cua cay P trude khi ta thuc hién phép xen vao.

Truong hop dinh a bi 1éch bén phai, ta cling ¢6 hai truong hop riéng.
Do 1a cac cay 1a ddi xing qua guong cta cdy trong hinh 11.3a va 11.4a. Néu
dinh a léch phai va c6 dang ddi xting qua guong cla cdy trong hinh 11.3a, ta
chi can thuc hién phép quay trai dinh a. Néu dinh a 1éch phai va c6 dang ddi
xing qua guong cua cay trong hinh 11.4a, ta thuc hién phép quay phai — trai
(dau tién quay phai dinh b, sau d6 quay trai dinh a).

Tu nhan xét ¢ trén, ta suy ra rﬁng, khi xen vao mét dinh mai, ta di tur
dinh méi 1én gdc cdy, gip dinh dau tién mat can bang ta chi can thuc hién
mot phép quay don (phai hoac trai) hoac mot phép quay kép (tréai - phai hoac
phai — trai) 13 cay trd thanh can bang.

Vi du. Khi xen vdo cdy AVL dinh méi 8, ta co cdy & vé trai trong
hinh 11.5a. Pi tir dinh 8 1én, ta thiy dinh dau tién mat can bang 1a dinh 15.
Quay phai dinh 15 ta nhan dugc cdy AVL ¢ vé phai hinh 11.5a. Bay gio thay
cho dinh 8 ta xen vao dinh mdi 12, ta ¢6 cdy & vé trai hinh 11.5b. Truong
hop nay, dinh 1€ch bén trai cling 1a dinh 15. Nhung trong hoan canh nay,
ching ta phai st dung phép quay kép trai - phai. Pau tién quay trai dinh 10,
sau d6 quay phai dinh 15 ta nhan dugc cdy AVL ¢ vé phai hinh 11.5b.
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G quay phai dinh 15 6

Q quay trai dinh 10 Q
quay phai dinh 15

(b)

Hinh 11.5. Xen vao cady AVL m¢t dinh méi

Phép toan loai. Gia sir chung ta can loai khoi cdy AVL mot dinh chua
dit lidu voi khoa k. Dau tién ta sir dung thuat toan loai trén cay tim kiém nhi
phan dé loai dinh chtra khoa k. Nh¢ lai rang, néu dinh p chira khoa k c6 day
du ca hai con thi ta tim dén dinh ngoai cting bén phai v ctia cy con trai cua
dinh p. Luu dit liéu trong dinh v vao dinh p va cit bo dinh v (dinh v 1a 1a
hodc chi c6 mot dinh con trai). Trong moi truong hop, dinh thuc su bi cit bo
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la dinh v, n6 1a 14 hodc chi c6 mot dinh con trdi hodc phai. Gia sir cha cua
dinh v 1a dinh u. Sau khi cit bo dinh v thi d cao cy con trai (phai) cua u s&
giam di 1, néu v 1a dinh con trai (phai) cua u. Do d6 dinh u c6 thé mat can
bang Boi vay, cling gidng nhu khi thue hién phép xen, chung ta di tir dinh bi
cat bo 1én goc cdy, gip dinh ndo mét can bang ching ta can ap dung phép
quay don (quay trai hoac phai) hodac phép quay kép (quay trai - phai hoac
quay phai — trai) dé 1ap lai su can bang cho dinh d6. Nhung luu y rang, phép
quay don hodc quay kép tai u 1am giam do cao cta cay con goc u di 1, va do
do khi ta thyc hién phep quay don (kep) lam cho dinh u trd lai can bang thi
dinh cha no6 c6 the lai mat can bang. Do d6, khong giéng nhu khi thuc hién
phép xen, chi can mét 1an quay don (hodc quay kép) tai mot dinh la cay tro
lai can bang, khi thye hién phep loai su mat can bang dugc truyén tir dinh bi
cat bo 1én gdc. Trong trudng hop x4u nhét, tit ca cic dinh trén duong di tir
dinh bi cit bo 1én géc déu 1an luot bi mit can béng.

Vi du. Gia sir chung ta can loai khoi cdy AVL trong hinh 11.5a dinh
chtra khoa 7. Tim dén dinh ngoai cing bén phai cia cay con trai dinh 7 1a
dinh 5. Chép dit li¢u tir dinh 5 1én dinh 7 va cit bo dinh 5 ta nhan duogc cay
tim kiém nhi phan nhu trong hinh 11.5b. Trong cdy hinh 11.5b, dinh 4 mét
can b::ing, thuc hién phép quay phai tai dinh 4, ta nhan duoc cay trong hinh
11.5¢c. Pén day dinh 5 lai mat can bang, thuc hién phép quay kép phai — trai
tai dinh 5 ching ta nhan dugc cdy AVL trong hinh 11.5d.
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Hinh 11.5. Loai khéi cay AVL

Thoi gian thuc hién phép toan xen, loai trén cdy AVL. Céac phép toan
xen va loai trén cdy AVL déu can phai di tir dinh méi xen vao hodc dinh bi
cit bo nguoc 1én géc, va tién hanh khoi phuc lai su can béng cua cac dinh
boi cac phép quay. Nhung thoi gian thuc hién phép quay don hoac quay kép
la O(1). Do @6, thoi gian thuc hién phép xen, loai 1a ty 1€ v6i dd cao cua cay
AVL. Nhung d6 cao cua cdy AVL véi n dinh, theo dinh 1y 11.1, 1a O(logn),
do do céac phép xen, loai trén cady AVL chi doi hoi thoi gian O(logn).

11.2.2 Cai dat tap dong béi cay AVL

CTDL biéu dién dinh cta cdy AVL 1 cu tric biéu dién dinh cta cay
tim ki€ém nhi phan dugc bd sung thém mot truong luu giltr trang thai can
bang cua dinh.

enum stateType { LH, EH, RH};
struct Node

{

Item data ;

Node* left, right ;

StateType balance ;
h

Trong @6, Item 12 mot cdu tric chira mot truong key 1a khod cua dit lidu.
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Trude hét chiing ta cai dit cac ham thuc hién cac mau quay don va
cac mau quay kép.
Ham quay phai (RightRotation):

Void RightRotation (Node* & P)
// Quay phai dinh P, P 13 con tr6 lién két trong cay.
{
Node* Q=P = left;
P = left=Q - right;
Q 2 right="P;
P=Q;
}

Tuong tu, ban doc hdy viét ra ham quay trai (LeftRotation). Cac ham
quay keép trai - phai (LR_ Rotation) va quay kep phai — trai (RL_ Rotation)
chtra cac 101 goi ham quay don. Cu thé 1a nhu sau:

void LR Rotation (Node* & P)
{
LeftRotation (P - left):
RightRotation (P) ;

b

void RL Rotation (Node* & P)
{
RightRotation ( P = right) ;
LeftRotation (P) ;

}

Sau day chung ta cai dat ham xen vao cdy AVL mot dinh mdéi chia div
lidu la d.

Ham xen. Ham Insert duoc cai ddt 1a ham dé¢ quy

void Insert (Node* & P, const Item & d, bool & taller)

// Xen vao cay P mgt dinh md&i chtra dit li¢u d.

// Bién taller nhan gia tri true néu sau khi xen do cao cia cay P ting
// 1én 1, n6 nhan gia tri false néu sau khi xen do cao cay P khong thay
// d61
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Gia str khi chung ta xen dinh m&i vao cay con trai cua dinh P, dinh P
¢ trang thai LH va sau khi xen d§ cao cua cdy con trai tang lén 1. RO rang
trong truong hop nay dinh P bi I¢ch trai, chung ta can phai st dung phép
quay phai hodc phép quay kép trai - phai dé lap lai su can bang cho dinh P.
Hanh dong nay dugc cai dat boi ham can bang trai (LeftBalance).

void LeftBalance (Node* & P)

{
switch (P - left = balance)

{
case LH :// Truong hop hinh 11.3a
RightRotation(P) ;
P - balance = EH ;
P - right = balance = EH ;
break ;
case RH : // Truong hgp hinh 11.4t
LR Rotation(P) ;
switch (P - balance)
{
case EH :
P 2>left > balance = EH ;
P = right = balance = RH ;
break ;
case LH:
P 2>left > balance = EH ;
P = right = balance = RH ;
break ;
case RH :
P - left 2 balance=LH ;
P =right = balance = EH ;
h
P - balance = EH ;
}
}

Tuong tu, néu dinh P ¢ trang thai RH, va dinh méi duoc xen vao ciy
con phdi cua dinh P va lam tang d6 cao cdy con phai lén 1, thi dinh P tr¢
thanh 1éch phai va chung ta can sir dung ham can bang phai (RightBalance).
Ham nay duogc cai dat tuong tu ham LeftBalance (bai tap)

Dén day chung ta c6 thé viét duoc ham Insert.
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void Insert (Node™* & P, const Item & d, bool & taller)
{
if (P==NULL)
{
P =new Node ;
P > data=d;
P = left=P - right =NULL ;
P - balance = EH;
taller = true ;

}
else if (d.key <P - data.key)

{
Insert (P = left, d, taller)
if (taller)
switch (P - balance)
{
case LH:
LeftBalance (P) ;
taller = false ;
break ;
case EH :
P - balance =LH ;
taller = true ;
break ;
case RH :
P - balance = EH ;
taller = false ;
}
}
else if (d.key > P = data.key)
{
Insert (P - right, d, taller)
// Cac dong I¢nh con lai tuong ty nhu cac dong Iénh di sau
// Insert (P = left, d, taller)
}
}

Ham loai. Ham loai cling dugc cai dat 1a ham dé quy.
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void Delete (Node* & P, keyType k, bool shorter)

// Loai khoi cay P dinh chira dir 1iéu c6 khoa 1a k.

// Bién shorter nhan gia tri true néu sau khi loai d6 cao cdy P ngan di 1
// va nhén gia tri false néu sau khi loai d6 cao cua cdy P khong thay

// doi.

Gia su dinh bi loai & cdy con phai ctua dinh P va sau khi loai, do cao
cdy con phai cia P ngin di 1. Khi d6, néu dinh P & trang thai LH thi sau khi
loai, dinh P s& b1 1éch bén trai, trong truong hop nay ta can sir dung ham
LeftBalance (P) dé 1ap lai sy can bang cho dinh P. Néu dinh P khong & trang
thai LH thi sau khi loai, ta cling can phai xac dinh lai trang thai can bﬁng cua
dinh P. Chung ta cai dat cac hanh dong can thuc hién do6 trong mot ham
BalanceLeft (P, shorter) nhu sau:

void BalanceLeft (Node* & P, bool shorter)

// Xé&c dinh lai trang thai can bé‘lng cho dinh P

// Bién shorter nhan gia tri true néu cy P ngan di 1 va nhan gi trj

// false néu d6 cao cay P khong doi.

// Ham nay dugc st dung khi dinh bi loai thudc cay con phai cua P va
// phép loai lam cho cdy con phai cia P ngan di 1.

{
switch (P = balance)
{
case LH:
LeftBalance(P) ;
shorter = true;
break ;
case EH:
P - balance = LH ;
shorter = false ;
break ;
case RH:
P = balance = EH ;
shorter = true :
j
}

Tuong ty, khi dinh bi loai thudc cay con trai cua dinh P, va phép loai
lam cho ciy con trdi cua P ngin di 1, chung ta cin si dung ham
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BalanceRight (P, shorter). Ham nay dugc cai dit tuong ty nhu ham
BalanceLeft.

Chung ta can mot ham thyc hién nhiém vu cit bo dinh ngoai cung bén
phai ctia cdy R, dit liéu chtra trong dinh bi cit bo s& dugc luu trong dinh Q.

void Remove (Node* & R, Node* Q, bool shorter)
{
if (R = right ==NULL)
{
Q > data=R -> data ;
Node* Ptr=R ;
R=R 2 left;
shorter = true ;
delete Ptr;
i
else {
Remove (R = right, Q, shorter) ;
if (shorter)
BalanceLeft (R, shorter) ;

}

Khi da tim ra dinh chtra dir liéu v6i khoa k la dinh Q, chung ta s¢ st
dung ham Del (Q, shorter) dé€ loai bé dinh Q khéi cay.

void Del (Node* & Q, bool & shorter)
{
if (Q = right==NULL)
{
Q=Q > left;
shorter = true ;
b
else if (Q - left ==NULL)
{
Q=Q - right;
shorter = true ;
b
else {
Remove (Q =2 left, Q, shorter)
if (shorter)
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BalanceRight (Q, shorter) ;

}

Bay gio, sir dung cac ham BalanceLeft, BalanceRight va ham Del,
ching ta co6 thé cai dat ham dé quy Delete nhu sau:

void Delete (Node* & P, keyType k, bool shorter)
{
if (P!=NULL)
if (k<P - data.key)
{
Delete (P = left, k, shorter) ;
if (shorter)
BalanceRight (P, shorter) ;

}
else if (k > P = data.key)

{
Delete (P - right, k, shorter);
if (shorter)
BalanceLeft (P, shorter) ;

b
else Del (P, shorter) ;

}

Trén day chung ta da cai dat phép xen va phép loai trén cdy AVL bdi
cac ham dé quy. C6 thé cai dat cac phép toan xen, loai boi cac ham khong dé
quy dugc khong? Duong nhién la ¢, nhung ching ta can phai st dung mot
ngan xép dé luu lai cac dinh trén dudng di tir goc t6i dinh méi xen vao, hodc
duong di tir gbe t6i dinh bi cat bo.

11.3 CAY DO - DEN

Trong muc ndy ching ta trinh bay mot dang ciy can bang khac: ciy
do - den. Trong cay do - den, cac dinh cua cay s€ dugc son do hodc den, va
ap dat cac diéu kién vé& mau cta cac dinh nham han ché sy chénh 1éch nhiéu
vé s6 dinh giita hai nhanh cua moi dinh. Cay d6 - den ciing cho phép ta thuc
hién cac phép toan tap dong trong thoi gian O(logn).
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Trong cdy nhi phan mot dinh duoc xem 14 dinh khong diy di, néu
no6 co it hon 2 dinh con (tirc 1a no6 1a dinh 1a hodc chi c6 mot dinh con trai
hoac con phai).

Pinh nghia 11.2. Cay d6 - den 1a cdy tim kiém nhi phén, cac dinh cta
cay duoc son do hodc den va thoa man cac diéu kién sau:

1.(Luat d0) Néu mot dinh dugc son do thi cac dinh con (néu co) cua

no duoc son den.

2.(Luat dudng) Moi duong di tir gdc toi dinh khong day da co cing sd

dinh den.

Tir dinh nghia trén, ching ta suy ra mot s6 tinh chat sau ddy cia cay
do - den:

e Moi duong di tr mot dinh bat ky t&i dinh khong day da c6 ciung sd
dinh den. Do d6 cdy con cua cay doé - den la cay do - den.

e Néu mot dinh khong diy da 1a 14 thi n6 co6 thé duoc son d6 hoic den.
Song néu dinh khong day du c6 mét con thi n6 phai duoc son den va
con cua nd phai dugc son doé (tai sao?)

e Néu mot dinh duoc son do thi cac dinh con (néu c6) va dinh cha (néu
c0) cua no phai duoc son den.

Vi du. Cay trong hinh 11.6 1a cay dé den, trong d6 cac dinh t6 den 1a

dinh den, cac din}l khong t6 1a dinh d(f). Cac cjinh khong déy dulaB,D,E, F,
G, duong di tir goc tédi cac dinh nay déu c6 so6 dinh den 1a 2.

Hinh 11.6. Mt cay dé den

Sau day chung ta ching minh mét dinh 1y quan trong vé d6 cao cia
cay do den.
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Pinh Iy 11.2. Cay d6 den n dinh c6 do cao nhiéu nhat 1a 2log(n + 1).

Chung ta can dén dinh nghia sau. S6 dinh den trén duong di tir dinh v,
khong ké dinh v, dén dinh khong day du duoc goi 1 dd cao den ciia dinh v,
va dugc ky hi¢u 1a bh(v).

Trude hét ta ching minh bang quy nap rang, cdy con gbc v chira it
nhit 2" — 1 dinh . That vdy, néu v 1a dinh khéng day du, tir nhan xét sau
dinh nghia cdy do den ta c6 bh(v) =0, va do 6 2"~ 1 =2°— 1 =0. Khéng
dinh duong nhién duoc thoa man. Bay gid gia str v c6 ddy du ca hai con, u 1a
dinh con cua v va khang dinh da dung cho céy con gbc u. R rang 13, néu u
1a dinh d6 thi bh(u) = bh(v), con néu u la den thi bh(u) = bh(v) — 1. Theo gia
thiét quy nap, ciy con gbc v chira it nhat

2(2""™_ 1) + 1 dinh.
Thay bh(u) = bh(v) — 1, ta c6 cdy con gbc v chira it nhat
22" 1y + 1 =2""M_ 1 dinh.
Mat khac, tur luadt do ta suy ra réng, c6 it nhat mot nira sd dinh trén duong di
tir gdc t6i dinh khong day du 1a den. Do d6, néu cay do - den c6 do cao h thi
d6 cao den cuia goc it nhat 1a h /2. Vay néu cdy d6 - den c6 n dinh thi:
n>2"_1hayh< 2log(n+1).

Sau day ching ta xét xem, néu tap dit liu duogc cai dit dudi dang cay
do - den thi cac phép toan tap dong s€ duoc thuc hién nhu thé nao.

Boi vi cay do - den 1a cdy tim kiém nhi phan, nén cic phép toan hoi
duogc tién hanh nhu trén cdy tim kiém nhi phan. Tt dinh 1y 11.2 ta suy ra
rang, cac phép toan hoi trén cdy do - den chi can thoi gian O(logn). Ciing
nhu trén cdy AVL, cac phép todn xen, loai trén cdy do - den kha phuc tap.
Piéu d6 1a do mdi khi thuc hién phép xen, loai nhu trén cay tim kiém nhi
phan thi luat d6 va luat dudng c6 thé bi vi pham, va lac d6 chiing ta can phai
bién doi cay dé cho cay tuan tha hai luat do.

Phép toan xen. Gia su ching ta can xen vao cdy do - den mot dinh
moi v chira dit lidu 1a d. Pau tién ta 4p dung thuét toan xen vao cdy tim kiém
nhi phan dé xen vao ciy do - den dinh v va son d6 dinh v. Nhu vay, luat
duong van duoc thoa méan. Néu ta xen vao cdy rong, thi cdy trd thanh cay
chi c6 mot dinh géc v va duong nhién ca hai luat do va luat duong déu duoc
thoa mén. Gia sir dinh v dugc xen vao cay khong rong, va cha cua v 1a dinh
p. Néu p 1a den, thi cdy van con 1a cay do - den. Nhung néu p 1a do thi luat
do bi vi pham. Truong hop p la gbc cdy, ta chi can son lai p thanh den. Néu
p khong phai 1a goc cay, ta gia stir dinh cha cua p 1a dinh g. Vipladd, nén g
phai 1a den. Chiing ta c6 hoan canh, chang han nhu sau:
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Pay 1a mot trong cac tinh hudng vi pham luat do: dinh p 1 con trai cua g.
Sau day chiing ta s& xét timg tinh hudng ma luat do bi vi pham (dinh p do va
dinh con no 1a v ciing d6) va cac phép bién ddi cdy nham khoi phyc lai luat
d6 dong thoi van bao ton luat duong.

Trudce hét ta xét truong hop dinh p 13 con trai cia g. Khi p va v 1a hai
dinh cha — con cuing dugc son d6 va p 1a con trai ctia g, chiing ta c6 ba mau
bién doi bang cac phép quay va son lai nham lam cho cdy con gbc g tré
thanh cay dé - den.

e Mdiu 1. Dinh g c6 con phai 1 dinh u dugc son d6. Trudng hop nay ta

chi can son lai: son p, u den va son g d6 (xem hinh 11.7)

Ptr Ptr

son lai

Hinh 11.7. MAu bién déi 1
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Chu ¥ rang, cac cdy Ty, T, T; 1a cdy do - den, cay T, c6 thé rdng. Sau
khi son lai, néu cha cua dinh g lai 1a do, thi luat doé lai bi vi pham.

e Mdiu 2. Pinh g khong c6 con phai hodc c6 con phai la dinh u duoc
son den va v 1a con trdi cua p (hinh 11.8a). Trong truong hop nay, ta
bién doi cay nhu sau: du tién quay phai dinh g dé nhan duogc ciy
trong hinh 11.8b, sau d6 son lai p thanh den, g thanh do, ta nhan dugc
cay do den nhu trong hinh 11.8c.
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Ptr

quay phai

(a) (b)

son lai

v

(©)

Hinh 11.8. Miu bién d6i 2

Can luu ¥ rang, trong hoan canh 11.8a, cay con T, s& khong rdng va
gbc s cia no 1a con phai cua p, ma p 1a d6 nén s 1a den, va do d6 trong cay
11.8c, dinh g thod man luat do.

e Maiu 3. Dinh g khong c6 con phai hodc c6 con phai 1a dinh u dugc
son den, va v 1a con phai cta p (xem hinh 11.9a). Gap hoan canh nay,
dau tién ta quay trai dinh p dé nhan duoc cay trong hinh 11.9b, r6i
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quay phai dinh g dé co6 cdy trong hinh 11.9¢, sau d6 son lai dinh v
thanh den, dinh g thanh dd, ta c6 ciy hinh 11.9d.

Ptr

quay trai p

/

A
YA K\A

(a) (b)

p

Ptr

|
uahaf _sonlai , /V‘\

9
AVAVANY SAVAVAY

(©) (d)

Hinh 11.9. MAiu bién déi 3
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Chung ta ¢6 nhan xét rang, sau cac mau bién d6i 2 va 3 thi cay con Ptr
tro thanh cay do - den va géc cua n6 dugc son den, do do6 toan by cay trd
thanh cay dé - den.

Truong hop p 12 con phai ciia g, chung ta s& c6 thém hai miu bién d6i
nita 13 mau 4 (d6i xémg qua guwong cua mau 2) va mau 5 (dbi xing qua
guong ciia mau 3)

Té)ng két lai, thuat toan xen vao cay do - den la nhu sau. Dau tién 4p
dung thuat todn xen vao cay tim kiém nhi phan dinh méi v, dinh v duoc son
d6. Sau d6 di tir dinh v 1én gdc, néu hai dinh cha con cing 1a d6 thi ta ap
dung mot trong 5 mau bién doi da trinh bay, Néu mQt trong 4 mau 2, 3, 4, 5
dugc ap dung thi cay da tro lai 1a cdy do - den va dung lai. Néu miu 1 duoc
ap dung thi luat do lai co thé bi vi pham, song hai dinh cha — con cung dé da
dugc day 1én trén. Trong truong hop x4u nhat, hai dinh cha — con cung d6
dugc day 1én trén cing, dinh cha 1a gbc cay. Luc ndy ta chi can son lai dinh
cha den.

Phép toan loai. Gia sir chung ta can loai khoi ciy d6 - den dinh chua
dir liéu voi khod 1a k. Pau tién ta ciling 4p dung thuét toan loai trén cdy tim
kiém nhi phan. Nhé lai thuét toan nay, dinh thuc su bi cit bo 1a dinh khong
day du, boi vi truong hop dinh chira khoa k ¢6 day du ca hai con duoc dua
vé cat bo dinh ngoai ciing bén phai cta ciy con trai cua dinh chira khoa k.
Gia st dinh bi cét bo 1a dinh v. Néu v 12 do thi sau khi cit bo né, cdy van con
1a cAy do - den, chang han khi ta ct bo dinh D hodc G trong cay hinh 11.6.
Néu v c6 mét con 1 u, truong hop nay v phai den va u phai 1a do, sau khi cit
bo v, dinh u & vi tri ctia v, ta son lai u thanh den, va cy van con 1a cay do -
den, chang han khi ta cit bo dinh B hodc F trong cdy hinh 11.6. Truong hop
con lai 13 khi dinh bi cat bo v 1a den va 13 13, chang han dinh E trong hinh
11.6.

Ching ta s€ goi trong s6 den cua cay do - den la sd dinh den trén
duong di tur gbc t6i dinh khong ddy du. Hién nhién 13 , trong cay do - den thi
trong sd den cuia ciy con trai va cdy con phai ctia moi dlnh 1a bang nhau, hay
n6i cach khac, moi dinh cta ciy do - den déu & trang thai can bang (theo
trong s6 den). Bay gid néu ta cat bo dinh 14 den v, va goi cha cua v 1a p, thi
dinh p bi mat can bang, luat duong di tir dinh p bi vi pham.

Téng quat, luat duong bi vi pham khi thyce hién phép loai la nhu sau.
Dinh p ¢6 hai con trai phai déu 1a ciy do - den, mot cay con c6 trong s6 den
it hon cay con kia 1. Cay con nang hon c6 gbe la s (n6 khong | thé rong). Cay

con nhe hon co6 gbc 1a v va dugc son den, néu né khong réng (n6 co thé
rong, chang han nhu khi ta cit bo dinh E trong cay hinh 11.6)
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dinh p va dinh s co thé 1a do hodc den, ching dugc danh diu chéo. C6 hai
kha nang, cay con nhe hon la cay con trai hoac phai cua p.

Trudce hét ta xét truong hop dinh p nhe bén trai. Trong truong hop nay
ching ta ¢6 bén mau diéu chinh dé khoi phuc lai luat duong tai p dong thoi
van bao ton luat do.

MAu diéu chinh 1. Dinh s 13 den va n6 c6 thé 13 14 hodc ¢ ca hai con
¢; va ¢, déu la den nhu trong hinh 11.10a. Khi do ta chi can son lai dinh s
thanh do, va néu p do thi son né thanh den, ta thu dugc cay do - den trong
hinh 11.10b.

Ptr

Ptr

p
p
son lai

—> S

\% s

C1 c C1 C2

(a) (b)

Hinh 11.10. MAu diéu chinh 1.
Mot nhan xet quan trong. Néu dinh p von di 1a d6 thi cdy nhan duoc

sau khi son lai co trong so den nhu trudc khi thuc hién phép loal va do do
sau khi son lai, tit ca cac dinh tir p 1én gbc déu can bang. Song néu p vén da
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1a den thi trong s& den cua cdy con gdc p giam di 1 so véi trude khi thyc
hién phép loai, va do do dinh cha (né€u c6) cua dinh p lai mat can bang.

MAu diéu chinh 2. Pinh s 1a den va dinh con phai ¢, ctia nd 1a do,
nhu hinh 11.11a. Trudng hop nay, truc hét ta quay trai dinh p dé co cay
trong hinh 11.11b. Sau do6 son lai dinh ¢, thanh den va trao doi mau cua hai
dinh s va p, ta thu dugc cdy trong hinh 11.11c. Dé dang thiy ring, ciy &
hinh 11.11c 14 cay do - den c6 trong s6 den nhu trude khi thuc hién phép
loai. Do d6, sau khi thuc hién mau diéu chinh 2, ta c6 thé diumg lai.

Ptr
l Ptr

S

P
quay trai p
p C2
v S
Cr C \'% Cj
(a) (b)
l Ptr
s
son lai
_—
p C2
v C1
(c)

Hinh 11.11. MAu diéu chinh 2.
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MAu diéu chinh 3. Pinh s 13 den, dinh con trai cua no6 la ¢; do va dinh
con phai ¢, den (hinh 11.12a). Ta thyc hién diéu chinh nhu sau. Pau tién
quay phai dinh s, thu dugc cdy hinh 11.12b. Sau d6 son lai s thanh do, ¢,
thanh den, ta c6 cdy hinh 11.12¢c. Khéng kho khan thy rang, lam nhu vay
cdy con phai cua p_ van con 1a cay d6 - den va c6 trong so den khong thay
d6i, tirc 1a dinh p van nhe bén trai, nhung cay hinh 11.12¢ ¢6 dang nhu hinh
11.11a va do d6 ta chi can thyc hién tiép mau diéu chinh 2.

quay phai s
_—

son lai

(©)
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Hinh 11.12. MAu diéu chinh 3.

MAu diéu chinh 4. Pinh s c6 mau do, va do d6 né phai c6 hai con déu
la den va cha no 1a p cling den, nhu hinh 11.13a. Trong trudng hop nay, ta
quay trai dinh p dé co cay hinh 11.13b, sau d6 son lai s thanh den, va p thanh
d6, ta c6 cdy hinh 11.13c. Chung ta c6 nhan xét rang, trong cdy hinh 11.13c,
dinh p van nhe bén trai, song dinh con phai ctia n6 1a ¢; c6 mau den. Tuc la
ta dd quy vé mot trong cac mau diéu chinh 1, 2, 3.

| |

s
P
quay trai p
C2

(a) (b)

son lai
C2

(c)

Hinh 11.13. MAu diéu chinh 4.
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Trong truong hop dinh p nhe bén phai ta co 4 mau diéu chinh 1a d6i
xung qua guong ctia 4 mau diéu chinh trén.

Tom lai, thuat toan loai trén cay do - den nhu sau. Trudc hét ap dung
thuat toan loai trén cdy tim kiém nhi phan. Sau d¢, di tir dinh bi cat bo 1én
gbc cdy, gip dinh mat can bang thi 4p dung cic mau diéu chinh dé 1am cho
dinh d6 tré thanh can bang. Trong truong hop xau nht, sy mit can bang c6
thé truyén 1én tan goc. Chl y rang, thoi gian thuc hién méi mau diéu chinh 13
O(1), va do d6 thoi gian thyc hién phép loai 1a ti 1€ vé1 d cao cua cay do -
den. Do d6, theo dinh 1y 11.2, thoi gian thuc hién phép loai trén cdy dé - den
l1a O(logn).

114 CAU TRUC DU LIEU TU PIEU CHINH

Cac CTDL ma chiing ta d3 dua ra tir truéc téi nay, dién hinh 13 cay
tim kiém nhi phan, cay AVL, cay dé - den, déu co cac diém chung sau. Cac
phép toan hoi khong lam thay d6i CTDL, chi khi ching ta thuc hién cac
phép toan, nhu phép xen hodc phép loai, bat budc chiing ta phai diéu chinh
CTDL cho né théa man céac diéu kién da ap dit CTDL. Chang han, khi thyc
hién phep xen (loai) trén céy do - den lam cho luat d6 hodc luat duong bi vi
pham, chiing ta moi phai bién ddi cay dé né trod lai 1a cay do den. Piéu dé co
nghia 1 khi t6 chtrc dit lidu ciing nhu sau nay khi thyc hién cac phép toan
trén tap dir liéu da duogc cdu tric, chung ta khong hé quan tdm t6i cac dir ligu
nao dugce truy cap thuong xuyén hon cac dir liu khac. Nhung thue té ngudi
ta dd kiém nghiém rang, 90 phan trim cac lan truy cap dir liéu la truy céap to1
10 phan tram dit liéu. Mat khac, chung ta mong mudn rang, khi chung ta
truy cdp téi mot dir lidu nao d6 thi cac 1an truy cap sau nay toi di liéu do s&
nhanh hon. Mét thuc té nita 13, trong cac chuong trinh 4p dung, rat it khi
chung ta sir dung mot CTDL dé biéu dién mét tap dir liéu ma chi thuc hién
mot vai phép toan trén CTDL d6, thong thudng can phai thyc hién mot day
rat 10n cac phép toan. Bai vay nguoi ta dua ra ¥ tuong: khi thuc hién cac
phép toan trén mot CTDL da lya chon, nguoi ta tién hanh diéu chinh CTDL
ngay ca d6i voi cac phép toan khong doi hoi phai diéu chinh (chang han, cac
phép toan hoi), nham lam cho cac phép toan thuc hién sau d6 s& nhanh hon
va do d6 c6 thé giam thoi gian thuc hién mot ddy dai cac phép toan. Cac
CTDL nhu thé duoc goi la CTDL ty diéu chinh (self — ~adjusting data
structure). Trong thuc t&, ngudi ta thuong st dung cac chién lugc heuristic
dé diéu chinh CTDL. Pé 1am vi du, chiing ta néi dén cac danh sach tu diéu
chinh.

Gia su chung ta ¢6 mot tap dir liu duoc luu dudi dang danh séch.
Néu chung ta biét duoc xac suat truy cap téi mdi phan tir ciia danh sach, va
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cac lan truy cap dir liéu 1a doc lap voi nhau, khi d6 véi quan diém théng ke,
cach tot nhét 1a ching ta lvu danh sach theo thir tu giam dan cia Xac suét
truy cap va khong bao gio sap xép lai chung. Tuy nhién trong thuc té, rat it
khi ching ta c6 thé biét dugc cac xac suat do. Do do, chung ta c6 thé sir
dung cac chién luoc heuristic sau day dé t6 chure lai danh sach mdi khi ta
thuc hién mot phép toan trén danh sach.

e Chién lwoc chuyén 1én phia truéc. Mdi khi tim kiém thanh cong mot
phan tir thi chuyén phan tir d6 1én dau danh sach va giit nguyén thi ty
cua cac phan tir con lai. Khi xen mot phan tir méi vao danh sach thi ta
dit n6 & dau danh séch.

e Chién lwge hoan vi. Mdi khi tim kiém thanh cong mot phan tir trong
danh sach thi ta hoan vi n6 véi phan tir dimg ngay trude nd. Khi xen
mot phﬁn tir m&i vao danh sach, thi n6 duoc dit & dau danh sach.

Véi cac chién luoc ndy, thoi gian tim kiém mot phan tir trong trudng
hop x4u nhit van 1a O(n) tirc 12 van nhu khi ta to chic danh sach theo trat tur
bat ky va khong tién hanh diéu chinh. Tuy nhién thuc té ching t6 rang, thoi
gian thuc hién mot day tim kiém 1a duoc cai thién.

Trong myc 11.6 ching ta s€ trinh bay mgt CTDL tu diéu chinh dac
biét, duoc goi 1a cay tan loe, va dp dung mot phuong phap phan tich hoan
toan méi dé dénh gia thoi gian thuc hién mot diy phép toan trén ciy tan loe.

11.5 PHAN TiCH TRA GOP

Khi mét KDLTT dugc cai dat va dugc st dung trong mdt chuong
trinh ap dung thi thong thuong 13 mot day cac phép toan cua kiéu dir lidu dé
s€ dugc thuc hién, chir it khi chi thuc hién mot vai phep toan . Nhung tur
trudc dén nay, ta méi chi quan tdm danh gia thoi gian chay ctia moi phep
toan riéng biét, va cu thé 1a danh gia thoi gian chay trong truong hop xau
nhat va thoi gian chay trung binh ctia mdi phép toan. Chung ta c6 thé ddnh
gia thoi gian chay trong truong hop xdu nhat cia mot day phép toan béng
phuong phap don gian sau. Danh gia thoi gian chay trong truong hop xau
nhat ctia mdi phép toan trong day, sau d6 lay tong dé nhan dugc can trén cta
thoi gian chay trong trudng hop xau nhét ciia ca day phép toan. Tuy nhién
cach danh gia nay 1a qué tho, boi vi khi mot phép toan dugce thuc hién, n6 cod
thé 1am thay ddi vi tri cia cac dit liéu trong cau trac va do d6 c6 thé lam cho
truong hop xdu nhat cua cac phép toan dugc thuc hién sau khong xay ra.
Nhu vay thoi gian chay thuc té trong truong hop xau nhét cua mot day phép
toan c6 thé thap hon nhiéu so véi tong thoi gian chay trong trudng hop xau
nhat ctia mdi phép toan trong day.
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Trong muc nay chung ta sé dua ra mot phuong phap danh gia thoi
gian chay cua mét day phép toan, dugc goi la phwong phap phéan tich tra
g6p (amortized analysis). Phuong phap phén tich tra gop cho phép ta co thé
danh gia cén trén chat cua thoi gian chay cua mdt day phép toadn. Phuong
phap nay thuong dugc st dung dé danh gia thoi gian chay ctia mot day phép
toan trén cac cau trac dit liéu tw diéu chinh.

Tu tuong cua phan tich tra gop la chung ta xem x¢ét cac phep toan cua
day trong mot moéi lién quan, mdi phép toan khi dugc thuc hién s& anh
huong dén thoi gian chay cua céc phép toan dimg & sau trong ddy. Voi mdi
phép toan thir i trong diy, ta ky hiéu ¢; 1a thoi gian chay thyc té va ¢ 1a
thoi gian chay tra gép (amortized running time). Ching ta mong mudn
rang, thoi gian chay thuc té ciia mot diy n phép toan bi chin trén bai thoi
gian chay tra gop cua day phép toan do, tic la

n

n
Z c, < Zéi
i=1

i=1

Mot céach tiép can hay dugc st dung nhit dé xac dinh thoi gian chay
tra gop 1a phwong phap tiém niing (potential method).

Tu tuong cua phuong phap nay la, chung ta quan niém mot ciu tric
dir liéu nhu mot hé vat ly, moi trang thai cua hé nay c6 mot nang luong tiém
an nao do. Khi mot phép toan dugc thuc hién, néd cod thé lam tang hodc giam
tiém nang ctia hé. Hon nita, mot phép toan khi duoc thyc hién co thé dua
vao hé mot nang lugng nhiéu hon 14 ning luong ma nd tiéu tén. Ning luong
du ra nay s€ dugc str dung cho cac phép toan ding sau.

Gia st D 1a mot ciu trac dit liéu, trang thai ban dau cta néd duoc ky
hi¢u 1a D,. Trang thai thir i cua né (trang thai cia CTDL sau khi ta thyc hién
phép toan thir i trong diy phép toan) dugc ky hiéu 1a D;. Mot ham tiém
nang (potential function) ¢ 1a ham xac dinh trén CTDL D va nhén gia tri 1a
cac s thuc:

¢:D->R

Thoi gian chay tra gop ctia mot phép toan trén cau trac dir liéu D (d6i

v6i ham tiém ning ¢) duoc xac dinh nhu sau:

¢=c+ Af(D)
tic 1a thoi gian chay tra gop 1a thoi gian chay thuc té cong voi sb gia ning
luong ma phép todn tao ra. Nhu vay, thoi gian chay trd gdp cia mot day n
phép toén s¢ la:

ZC —Z(C +¢(D;) - ¢(D;)))

i=l
n

=.¢ +¢(D,)~4(D,)

i=1
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Tir cong thiic nay ta suy ra rang, néu ¢(D,)> d(Dy), tic 1a nang lugng
cua h¢ sau khi thuc hién mot day phép toan 16n hon hoac béng nang luong
ban dau cua hé, thi thoi gian chay tra gop cua mot day phép toan 1a can trén
thoi gian chay thyc té ctia day phép toan do. Beflc biét, chiing ta s& co diéu do
néu ¢(Dy) =0 va ¢(D;) =0 véimoii=1, 2, .

Kho khan khi &p dung phuong phap t1em ning dé xac dinh thoi gian
chay tra gop cua cac phép toan trén mot cau trac dir liéu 1a lam thé nao xac
dinh duoc ham tiém ning trén ciu tric dit liéu do, n6 can phan anh duogc
hiéu tng cta cic phép toan lam thay doi trang thai cua ciu tric dit liéu.

11.6 CAY TAN LOE

Vi cay AVL hodc cay do - den, chung ta khong quan tam to1 tan suét
truy cap cua cac phan tr dir liéu, ma thay cho diéu d6 ching ta ludn ludn
dam bao cdy khong bao giod mat cin bang tai moi dinh, va do d6 thoi gian
thue hién cac phép toan trén cdy 1a O(logn). Dé cai dit cdy AVL hoic cay do
- den, ta can phai dwa vao mdi dinh thong tin vé sy can bang hodc vé mau
cta dinh d6. Trong muc ndy, ching ta s& dua vao mot cau truc dit liéu rat
dac biét dugc st dung dé cai dat KDLTT tap dong, do 1a cay tan loe (splay
tree).

Cay tan loe 14 cdy tim kiém nhi phan, song mdi phép toan trén ciy di
kém theo thao tic cau trac lai cay, dugc goi la lam loe cay. Lam loe cay
nham muc dich giam bét tong thoi gian truy cép dir liéu bang cach dich
chuyén céc dit liéu duoc thuong xuyén truy cap 1én gan gbc cdy, va vi vay
su truy cap tGi cac dit liéu d6 sé nhanh hon. Uu diém cua cay tan loe la
chung ta khong can luu thong tin vé su cin bang cta cac dinh, va do do, tiét
kiém dugc bo nhd va sy cai didt cling don gian hon.

Viéc chuyén mot dinh v bat ky 1én gdc cay la rat don gian bang cach
st dung cac phép quay cay (trai hodc phai), moi 1an quay dinh v duogc
chuyen 1én 1 muc. Chang han, chuyén dinh 5 1én gdc cdy dugc thuc hién
bang hai phép quay nhu trong hinh 11.14.
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Hinh 11.14. Chuyén dinh 5 Ién goc.
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Tuy nhién chién lugc quay 1én gbc nhu trén 1 khong tdt, boi vi trong nhiéu
hoan canh dinh v dugc dit 1én gdc thi nhiéu dinh trén v lai bi dua xudng xa
gbc hon. Do do, ta lam loe cay bang chién lugc sau. Trong qua trinh lam loe
cay, tai moi budce ta s€ sir dung mét trong ba mau bién doi cay sau ddy. Gia
sir rang, ta can lam loe cdy tai dinh v, dinh v ¢6 cha la dinh p va dinh cha cua
p 1a g. M4i mau bién d6i sau ddy c6 hai truong hop, ta dwa ra mot trudng
hop, vi truong hop kia 1a dbi xung qua guong cua truong hop dua ra.
1. MAu zig. Gia sir p 1a goc cay va v 1a con trai cta p. (Truong hop khac:
v 1a con phai cta p). Quay phai dinh p, khi d6 v s€ & goc cay, nhu
trong hinh 11.15a
2. MAu zig — zig. Pinh p khong phai 1a gbc cdy, ca p va v déu 1a con trai.
Pau tién quay phai dinh g, sau d6 quay phai dinh p, nhu trong hinh
11.15b.
3. MAu zig — zag. Dinh p khong phai 1a gbc cdy, p 1a con trai clia g, va v
1a con phai cua p. Pau tién quay trai dinh p sau d6 quay phai dinh g,
nhu trong hinh 11.15c.

v
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Hinh 11.15. Cac nl?lu bién doi cay .
(a) Mau zig. (b)Mau zig — zig. (c)Mau zig — zag.

Vi du. Gia si ta can lam loe cdy tai dinh 20 cua cdy trong hinh
11.16a. Pau tién ta thyc hién mau bién ddi zig — zig, ta nhan dugc cdy hinh
11.16b. Sau d6 thyc hién miu zig — zag, ta c6 cdy hinh 11.16¢, va cudi cung
thuc hién mau zig ta dua duge dinh 20 1én gbc cdy nhu hinh 11.16d.
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Hinh 11.16. Lam loe cay tai dinh 20
11.6.1 Cac phép toan tap dong trén cay tan loe

Tat ca cac phép toan trén cdy tan loe déu duoc tién hanh theo cach
sau. Pau tién ta thuc hién phép toan d6 nhu trén cay tim ki€ém nhi phan, roi
sau do ta di€u chinh cay bang cac phép lam loe cay.

Ciac phép toan héi. Gia st chung ta can tim dit liéu c6 khod k. Béi vi
cdy tan loe 13 cay tim kiém nhi phan, nén ta sir dung thuat toan tim kiém trén
cay tim kiém nhi phan. Gia st tim kiém thanh cong va dinh chira dit liéu véi
khoa k 1a dinh v. Ta thuc hién lam loe ciy tai dinh v. Néu tim kiém khong
thanh cong va qua trinh tim kiém dung lai tai dinh u thi ta lam loe cay tai
dinh u. Trong trudng hop nay dinh u 1a dinh c6 khod 16n nhéat (hoic nhé
nhat) nho hon k (16n hon k). Boi vi cic phép quay trong qué trinh 1am loe
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cdy duoc tién hanh trén duong di tir dinh v (hodc dinh u) 1én gdc, dudng di
nay 1a nguoc lai ciia dudng di trong qua trinh tim kiém, va do d6 thoi gian
clia toan b phép tim kiém trén cay tan loe 14 ti 18 véi thoi gian lam loe cay.

Céac phép toan hoi khac: tim dit liu co6 khoa nho nhit (phép toan
Min), tim dit liéu c6 khoa 16n nhat (phép toan Max) ... duoc cai dit hoan
toan tuong tu.

Phép toan xen. Gia sir ta cin xen vao cdy tan loe mot dinh méi chua
dir liéu d. Ap dung thuat toan xen trén cdy tim kiém nhi phan dé xen dinh v
chira dit liéu d vao cay, dinh v tré thanh 14 cua cdy, rdi 1am loe cay tai dinh
v. Nhu vay dinh v chtra dir liéu d tro thanh gdc cia cdy. Trong qua trinh tim
kiém néu ta phat hién ra dir liéu d da co san trong ciy thi ta lam loe cdy tai
dinh chtra dir liéu d.

Phép toan loai. Gia str ta cin loai khoi cay dinh chira dit liéu c6 khod
k. DPau tién can tim dinh chtta dit liéu c6 khoa k. Gia sir d6 1a dinh v. Lam
loe cay tai v dé chuyén v 1én gbc cdy, ta nhan duoc cdy nhu trong hinh
11.17a. Tim dinh ngoai cung bén phai cta cay con trai T; ctua dinh v. Gia s
d6 1a dinh v’. Lam loe ciy con Ty tai dinh v’. Cha ¥ rang, vi v’ 13 dinh ngoai
cung bén phai ctua cay con Ty, nén v’ khong c6 con phai, va trong qua trinh
lam loe cay Ty tai v’ chi ¢6 cac mau zig-zig hodc mau zig dugc sur dung, do
d6 khi v’ dugc dua 1én thanh gdc cta cay con trai ciia dinh v, thi dinh v’ van
khong c6 con phai. Nhu vay sau khi lam loe cdy con trai Ty tai dinh v’°, cay
trd thanh cdy nhu trong hinh 11.17b. Gan ciy con phai Ty cua dinh v thanh
cay con phai ctua dinh v’, loai bo dinh v ta nhan dugc cay két qud, nhu trong
hinh 11.17c.

v v
KKA e

(a) (b) (©)

Hinh 11.17. Cac giai doan cua phép toan loai
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Nhu vay khi thue hién phép loai, ta can thuc hién hai 1an 1am loe cay.
Pau tién 1a 1am loe cay tai dinh v can loai. Khi v tr& thanh gbc cay thi lam
loe cay con tréi cua v tai dinh ngoai cung bén phai cua cay con trai do.

Khong may kho khin thiy rang, thoi gian thuc hién phép xen hoic
phép loai trén cy tan loe 13 ty 18 v&i thoi gian 1am loe cy (chi cAn mot hodc
hai lan lam loe cay).

11.6.2 Phan tich tra gop

Trong myc nay ching ta s€ ap dung k¥ thuat phan tich tra gop dé danh
gia thoi gian trong trudng hop xau nhat ctia mot diy phép toan trén cay tan
loe. Chiing ta s€ chi ra rang, mot ddy m phep toan dugc thuc hién bat dau tir
cdy rong va 1am cho cdy phat trién téi cdy n dinh doi hoi thoi gian O(mlogn),
va do d6 thoi gian trung binh ctia mdi phép toan trén cdy tan loe 1a O(logn),
mic dau rang thoi gian thyc hién mot phép toan nao dé ¢ thé 1a O(n).

Chuing ta ky hiéu W(v) 1a trong sb cua dinh v, d6 1a sé dinh cua ciy
con géc v. Gia su T la cay tan loe, ham tiém nang duoc xac dinh Ia

#(T) = log W(v)

veT
Ta dat R(v) = logW(V), $6 R(v) du’qc,goi 1a hang cta dinh v. Nhu vay, tiém
nang cua cay T la tong céc hang cua tat ca cac dinh trong cay T.

pM=YRw) (1)

veT

Sau day chiing ta danh gia thoi gian tra gop cua cac mau bién doi cay
(mau zig, zig-zig va zig-zag).

Gia st c la thoi gian chay thuc té cia mot mau bién doi. Vi miu zZig,
chi thuc hién 1 phép quay cay, nén ¢ = 1; véi cac mau zig — zig, zig — zag thi
¢ = 2, vi phai thyc hién 2 phép quay. Thoi gian chay tra gop clia mdt mau
bién doi ¢ dugc x4c dinh 1a

¢ =c+Ag(T) 2)

Pinh ly 11.3. Gia st R(v), R’(v) 1a hang cua dinh v trudc, sau khi
thuc hién mot mau bién do6i. Khi d6 thoi gian chay tra gop ctia mot mau bién
d6i dugc danh gia la:

1. Pbi voi mau zig

¢ <1+R’(V)—R(V)
2. Dbi voi mau zig — zig

¢ <3(R’(v)—R(v))
3. P6i v6i miu zig — zag
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¢ <2 (R’(v)-R(V))

Chung ta 1an luot xét timg mau bién doi.
1. Miu zig. Khi thuc hién miu zig, chi c¢6 2 dinh v va p 1a thay d6i
hang,do d6 tir (2) ta c6 :
¢ =1+R(p)—R(p) + R’(vV) —R(V)
Nhung tir cac cdy & vé trai va phai ciia hinh 11.15a, ta c6 R’(p) — R(p) < 0 va
R’(v) —R(v) 2 0. Vay
¢ <1+R(V)—R(V)

2.MAu zig — zig. Néu thyc hién mau zig — zig thi chi 1am thay ddi
hang cua 3 dinh v, p, g. Do d6
¢ =2+R’(g) -R(g) + R’(p) —R(p) + R’(v) —R(V)
Tu cac cay trudc va sau khi thye hién mau zig — zig & hinh 11.15b, ta thay
rang: R’(v) = R(g), R(p) > R(v) va R’(v) > R’(p). Do d6
¢ =2+R’(g) + R’(p) —R(p) - R(V)
¢ <2+R’(g) +R'(v)-2R(v) (3)
Chu y rang, trong sb cua v trude khi thuc hién mau 21g —ziglaWv)=1+
T|+T, | trong d6 [T| la s6 dinh cua cay T, con trong s6 cia g sau khi thuc
hién méu zig — zig 1a W’(g) = 1 + [T,|+[T,|. Do d6
W () + W(v) <W’(v) (4)
Str dung sy kién ring, véi cac s6 nguyén duong x, y, z néu x + y < z thi logx
+ logy < 2logz — 2, tir bt dang thirc (4) ta co
R’(g) + R(v) <2R’(v) -2
Tt bat dang thirc nay va tir (3) , ta co
6 <2 +R’(g) +R’(v) - 2R(v) =
2+R(g) +R(V) + R’(v) = 3R(v) <
3(R’(V) = R(v))
3.MAu zig — zag. Mau bién doi nay chi 1am cho 3 dinh v, p, g thayddi
hang. Do do
¢ =2+ R’(g)—R(g) + R’(p) — R(p) + R’(v) = R(V)
=2+ R’(g) + R’(p) - R(p) - R(V)
(ViR(g) = R’(v)).
Nhung R(p) > R(Vv), nén
¢ <2+R(g)+R’(p)—2R(v) (5)
Ta co
W(g) + W(p) < W’(V)
Do dé
R’(g) + R’(p) <2R’(v) -2
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Tur danh gid nay va (5), ta suy ra
¢ <2 (R’(vV) -R(V))
Dinh Iy dugc chimg minh.

Nho lai rang, ta goi phep lam loe cdy tai dinh v 1a mot day cac mau
bién d6i dé dua dinh v 1én gbc cay. Bay gid ching ta danh gia thoi gian tra
g6p cua mot phép lam loe cdy. Gia sir chung ta st dung k mau bién doi dé
dua dinh v 1én gbc cdy va thoi gian tra gop cia mau bién doi thir i 1a ¢ hang
ctia dinh v sau mau bién d6i thtr i 1a R'(v), i=1, 2, ..., k. Khi d6 tir dinh 1y
11.3, tacd

Zk:éi <3(R'(V)=R(V))+3(R"(V) = R'(V)) +...+ 3(R*(v) - R* ' (v)) + 1

i=1

=3(R*(v) _R(v))+1

Luu ¥ rang, sau khi thuc hién mau bién ddi thir k thi dinh v 14 gdc cdy,
do d6 R (v) = logn, trong d6 n 14 s6 dinh cta cay. Vay
Kk
D ¢ <3(logn—R(v))+1
i=1
Tir d6 ta suy ra rang, thoi gian tra gop ciia mot phép 1am loe cdy 1a O(logn).
Mbi phép toan trén cdy tan loe kém theo 1 hodc 2 phép 1am loe cay
(v6i phép xen ta can 2 1an 1am loe cdy). Thoi gian thyc hién mdi phép toan
1a ty 1€ v&i thot gian thyc hién phép lam loe cady tuong tmg. Gia su ta thuc
hién mot diy m phép toan trén cdy tan loe, xuat phat tir cdy rong. Khi do ta
can thuc hién mot day phép 1am loe cdy tuong tng. Ban dau, cay T, rong,
néng(T,) = 0, sau phép lam loe cay thtr 1, ta c6 cay T; va ¢(T;) = 0. Do do
tho1 gian chay thue té ciia mot day phép lam loe cay tuong Gmg voi day phep
toan bi chin trén boi thoi gian tra gop cta diy phép 1am loe cay do6. O trén ta
da chimg minh thoi gian trd gép ciia mot phép lam loe cay la O(logn). Vay
thoi gian thyc hién mét day phép lam loe cay tuong irng vdi mdt day m phép
toan 1a O(mlogn). Diéu dé ciing c6 nghia 14 thoi gian thyc hién mot diy m
phép toan trén cay tan loe xuat phat tir ciy rong 1a O(mlogn).
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CHUONG 12
HANG UU TIEN VOI PHEP TOAN HQP NHAT

Trong chuong nay chung ta mo rong KDLTT hang uu tién bang cach
thém vao hai phép toan: phép toan hop nhat (Merg) va phep toan giam khoa
(Decreasekey). Cac phép toan nay la rat can thiét trong thiét ké thuat toan
cho cac bai toan t6i wu, chang han cac thuat toan do thi nhu tim duong di
ngan nhat (thuat toan Dijkstra), im cdy bao trum ngin nhét (thudt toan
Prim). Pau tién ching ta s& cai dit KDLTT hang uu tién v&i phép toan hop
nhit boi cdy thir ty bo phan (binary heap), sau d6 chung ta s& xay dung mot
CTDL ty diéu chinh, d6 13 cay nghiéng (skew heap), dé cai dat hang wu tién
v6i phép toan hop nhit va st dung ky thudt phan tich tra gop dé danh gia
thoi gian chay cta cac phép toan hang uu tién trén CTDL nay.

12.1 HANG UU TIEN VOI PHEP TOAN HQOP NHAT

Tir day vé sau chiing ta s& xem gia tri khoa ciia mot phan tir 13 gia tri
wu tién ctia phan tir d6. KDLTT hang wu tién voi phép toan hop nhat 1a mot
ho cac hang uu tién véi cac phép toan sau:

e Céc phép toan trén mdi hang wu tién (xem 10.1): xen mot phan tir vao
hang wu tién (Insert), tim phan tir c6 khod nho nhat (FindMin), loai
khoi hang wu tién phan tir c6 khoa nhé nhat (DeleteMin).

e Phép toan hop nhat Merg (P;, P,). Hop nhat hai hang uu tién P, va P,
thanh mot hang wu tién va tra vé hang uu tién ndy, cic hang vu tién P,
va P, bi huy bé.

e Phép toan giam khoa Decreasekey (P, x, k). Thay d6i gi tri khoa cta
phan tir x trong hang wu tién P bai k, & day k 1a gia tri khod nho hon
gia tri khod hién thoi cua x.

Can luu y rang, trong phép toan giam khoa, vi tri cta phan tir x trong
hang wu tién P duoc xem 13 d3 biét, khéng can phai thyc hién thao tic tim.
Trong cac ung dung, phép toan giam khoa thuong dugc sur dung trong vong
1ap sau: loai phan tir c6 khoa nho nhat khoi ‘hang uu tién P, réi xem xet ting
phan tir con lai va tién hanh giam khoa (néu can thiét); lap lai qua trinh d6
cho t6i khi hang uu tién P tr¢ thanh rong. Phép toan gidm khoa 1a dic biét
hitu ich trong viéc thiét ké cac thudt toan cho cac van dé t6i wu. Ching ta s&
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dua ra cac vi du ing dung hang uu tién v6i phép toan hop nhit trong chuong
néi vé céc thudt toan do thi.

Nguoi ta da nghién ctru va dé xuat nhidu CTDL khéac nhau dé cai dit
hang wu tién voi phép toan hop nhat, ching han nhu binary heap, leftist
heap, binomial heap, fibonacci heap, skew heap. Tat ca cac CTDL nay déu
c6 dic diém chung, d6 14 cdu truc cdy thoa man tinh chét heap (khoa ctia mdi
dinh khong 16n hon khoa cua céc dinh con cua no).

122 CAC PHEP TOAN HQP NHAT VA GIAM KHOA TREN CAY
THU TU BQ PHAN

Trong myc 10.3 ching ta da cai dat hang uu tién bdi cdy thir tu bd
phén (blnary heap). Nh¢ lai rang voi cach cai dat do, phép toan FindMin chi
can thoi gian O(1), vi phan tir ¢6 khod nho nhat nam & gbc cay; cac phep
toan Insert va DeleteMin chi doi hoi thoi gian O(logn), boi vi dé thuc hién
cac phép toan nay chuing ta chi can di tir 1a 1én goc (461 v6i Insert) hodc di tir
gbc xudng 14 (d6i v6i DeleteMin) va tién hanh hoan vi cac dir liéu chira
trong cac dinh cta cay, ma do cao cua cay thu ty b phan n dinh 1a O(logn).
Bay gid chung ta xét xem céc phép toan hop nhit va giam khoa dugc thuc
hién nhu thé nao trén cay th tu bo phan.

Phép toan hop nhat Merg(P;, P,). O day ching ta can phai két hop hai
cdy thu ty bo phan P, va P, thanh mét cay thtr ty bo phén. Cach t6t nhat
chung ta c6 thé 1am 13 xen timg dinh cua cay P, vao cay P;. Gia sur cay Py co
n; dinh, cay P, co n, dinh. Ching ta can su dung n, phép toan Insert, moi
phép toan nay can thoi gian logarlt theo s6 dinh trong cdy P,. Do d6, phép
toan Merg(P;, P,) doi hdi thoi gian n,log(n; + ny).

Phep toan giam khoa Decreasekey (P, x, k). Trén cay thtr ty b phén,
phép toan giam khoa dugc tién hanh rat thuan tién. i tur dinh chira x 1én goc
(giéng nhu khi ta thyc hién phép toan Insert) néu khoa k nhé hon khoa cua
d@r li¢u trong dinh cha thi ta hoan vi dit liéu x va dir li¢u do. Nhu vay phép
toan giam khod trén cdy thtr tu bd phan chi can thoi gian O(logn).

Tom lai trén cay thtr ty bo phan (binary heap), phép toan FindMin chi
can thoi gian hang, cac phép toan Insert, DeleteMin, Decreasekey chi can
thot gian logarit. Riéng phép toan Merg, cay thir ty by phan khong cho phép
ta thuc hién hi¢u qua phép toan nay.

12.3 CAY NGHIENG

Trong muc nay, chung ta s& nghién ciru sy cai dat hang uvu tién voi
phép toan hop nhat béi CTDL tu di€u chinh dugc goi 1a cay nghiéng (skew
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heap). Cay nghiéng 13 cdy nhi phan thoa man tinh chit thi ty b phan (hay
con duge goi 1a tinh chat heap), tirc 1a khoa cua dir liéu trong mdi dinh
khong 16n hon khoa cua dit lidu trong cac dinh con ciia nd. Cha ¥ rang, trong
cdy nghiéng khong c6 diéu kién ap dat nao nham han ché do cao cua cdy.
Tuy nhién mdi khi tién hanh mot phép toan hang uu tién trén cy nghiéng, ta
thue hién mot phép diéu chinh cay véi muc dich dé cac phép toan thyuc hién
sau d6 s& hiéu qua hon. Két qua 1a thoi gian thuc hién mot phép toan riéng
biét trén cdy nghiéng co6 thé 1a O(n), nhung thoi gian chay tra gop ctia mdi
phép todn hang uu tién trén cay nghiéng chi la O(logn).

12.3.1  Céac phép toan hang wu tién trén ciy nghiéng

Khi hang uu tién dugc biéu dién dudi dang cdy nhi phan thoa min
tinh chét thir ty bo phan, chiing ta c6 thé cai dat cac phép toan khac thong
qua phép toan hop nhét. Trong mé ta cac phép toan sau dy, ta ky hiéu S, Sy,
S, 1a cac cay nghiéng biéu dién cac hang uu tién, x 1a mot phan tir dit lidu, k
1a mot gia tri khod, va p 1a con tro lién két trong cay tro téi dinh chira phan
tir can giam khod. Cac phép toan duoc thyc hién nhu sau:

e FindMin(S): Tra vé phan tir chtra trong gdc cay S.

e Insert(S, x): Tao ra cdy chi c6 mot dinh chira x va hop nhat cdy nay
voi cay S.

e DeleteMin(S): Loai bé gbe cdy, rdi hop nhét cdy con trai va ciy con
phai cua S.

e Decreasekey(S, p, k): Phép toan ndy co nghia 1a ching ta cAn giam
khoa ctia phan ttr chira trong dinh p cuia cdy nghiéng S véi gia tri khoa
méi 1a k. Gia sir S, 14 cdy con cua S ¢6 gdc 1a p, phan tir chira trong
gbc cay S, bay gior co khod 1a k, S, 1a cAy nhan dugc tir cdy S bang
cach cit bo nhanh p. Phép toan gidm khod dugc thyc hién bﬁng cach
hop nhét cay S; va S,.

Nhu vay van dé con lai 13 cai dit phép toan hop nhét: hop nhat hai cay
nhi phan thod man tinh chit tht tu bd phan thanh mdt cay nhi phan ciing
thoa man tinh chat d6. Diéu nay 1a khong c6 gi kho khan.

Trong céy nhi phén, ching ta goi dudng bén phai la duong di XUt
phat tir gbc cdy va ludn ludn di theo nhanh bén phai. Ching han, duong bén
phai trong céy hinh 12.1c la duong 2 -3 -5-8 . Chuy rang, trong cay
nghiéng, cac dir liéu chura trong cac dinh trén duong di bat ky tir goc toi la
duoc sap xep theo thur ty tang dan theo khod. Tir do, ta c6 thé dua ra thuét
toan don gian sau dé hop nhét hai cay nghiéng S, va S:
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Xét cac duong bén phai cua cay nghiéng S; va S, nhu cac DSLK dugc
sap theo thtr tw khoa ting dan. Hop nhét hai cAy nghiéng S, va S, dugc thuc
hién bang cach hop nhéat hai DSLK nay thanh mot DSLK duoc sip theo thir
tu khod tang dan, trong khi van giit nguyén cac nhanh trai ctia cac dinh nam
trén hai DSLK d6. Vi du, hop nhat hai cdy nghiéng trong hinh 12.1a va
12.1b, ching ta nhan dugc cay nghiéng trong hinh 12.1c.

ORR0 + SR
(5 O

(a) (b)

(c)

Hinh 12.1. Phuwong phap hop nhit don gian.

Chung ta ciing c6 thé thyc hién phuwong phap hop nhat trén bang thuat
toan d¢ quy sau.

Gia str khod cua dit liéu trong gdc cia cdy S; nhé hon khoa cua dir
lidu trong gdc cay S,. (Néu nguoc lai, ta chi can hoan d6i hai cay S; va Sy).
Khi d6 hop nhét ctia cdy S; v6i cdy S, 13 cdy S c¢6 nhanh trai 1 nhanh trai
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clia cdy S;, con nhanh phai cua S 12 hop nhat ciia cdy 13 nhanh phai cua cay
S; véi cay S, (101 goi dé quy).

Chung ta c6 cic nhan xét sau vé phuong phap hop nhat trén. Thoi
gian thyc hién phép hop nhit phu thudc vao do dai clia cac dudng bén phai
clia cac cdy S; va S,. Nh¢ lai rang, khong co diéu kién ap dat nao nham han
ché d6 cao cua cac cay nghiéng, trong truong hop xau nhat cac cay nghiéng
S, va S, ¢6 thé chi gom duong bén phai. Do d6 trong truong hop xau nhat
phuong phap hop nhat trén doi hoi thoi gian O(n; + ny), trong d6 ny, n, 1 86
dinh trong cdy S, S, twong tmg. Cay nghiéng két qua S c6 dudng bén phai
dai hon cac duong bén phai cuia S; va S,, tlrc 1a khi thuc hién cac phép hgp
nhat, dudng bén phai clia ciy cang ngay cang dai ra. Nham khic phuc nhugc
diém nay, mdi khi thuc hién hop nhat theo phuong phép trén, ta tién hanh
kém theo mot phép bién d6i cdy. Nhu vay, thuat toan hop nhét hai cay
nghiéng gém hai budc sau:

e Budc 1. Hop nhét cay S, véi S, bang cach hop nhit dudng bén phai

cua S; vo1 duong bén cua S, dé nhan dugc cay S.

e Budc 2. Trao ddi ciy con trai voi cdy con phai cia tat ca cac dinh nam
trén dudng bén phai cua cdy S nhan dugc ¢ bude 1 trir dinh cubi cing

(n6 khong c6 nhanh phai).

Vi du. Gia sir ta can hop nhét hai cdy nghiéng trong hinh 12.2a. Thyc
hién budc 1 cua thuat todn, ta nhan dugc cay trong hinh 12.2b, thyc hién
bude 2 trén cdy nay, ta nhan duoc cdy két qua trong hinh 12.2c.

i
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Hinh 12.2. Hop nhit hai ciy nghiéng.
(a) Hai cAy nghiéng can hop nhit
(b) Cay nhéan dwoc biang cach thwe hién phwong phap
hop nhat don gian: hop nhat hai dwong bén phai.
(¢) Cay két qua sau khi trao d6i hai nhanh trai, phai
ciia cac dinh trén dwong bén phai cia cay (b)

Nhan xét. Bu6c 2 cta thuat toan hop nhat 1a phép bién doi cay mang
tinh heuristic nham han ché chiéu dai duong bén phai cta cay két qua.

Bay gid chung ta néi t6i su cai dit thudt toan hop nhat hai cay
nghiéng gdm hai budc di trinh bay trén. C6 thé cai dit thudt toan ndy boi
ham khong d¢ quy, chung t6i dé lai cach nay cho doc gia xem nhu bai tap.
Sau day chung ta s€ cai dat phép toan hop nhat boi ham dé quy. Chiing ta gia
su rang, cac dinh cia cay nghiéng c6 cau truc sau:

struct Node
{
keyType key;
// Céac truong dir liéu khac.
Node* left ; // con tro to1 dinh trai.
Node* right ; // con tro t&i dinh phai.
}s

Gia sir rootl, root2 1a cac con tro trd t6i gbe hai cay nghiéng can hop
nhat. Ham hgp nhat ¢ quy 1a nhu sau:

Node* Merg(Node* & rootl, Node* & root2)
{
if ((rootl ==NULL) Il ((root2 ! = NULL) &&
(root2 = key) < (rootl = key)))
swap (rootl, root2) ;
// Sau 1énh nay, néu mot trong hai cay rong thi cdy rong la root2,
// néu ca hai cdy déu khac rdng thi rootl 2 key <= root2> key
if (rootl! = NULL)
rootl > right = Merg(rootl = right, root2) ;
if (rootl - right! = NULL)
swap (rootl = left, rootl = right) ;
return rootl ;
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O dau myc nay, ching ta da chi ra rang, cac phép toan hang uu tién
khac Insert, DeleteMin, Decreasekey dugc thyc hién nhu thé nao thong qua
phép hop nhat. Tur d6, sir dung ham Merg, ban doc dé dang cai dat duoc cac
ham cho cac phép toan con lai trén hang wu tién.

Chu ¥ rang, budc 2 ciia thudt toan hop nhét 1a bude diéu chinh cay véi
mong mudn han ché chiéu dai cua dudng bén phai cua cay két qua. Thoi
gian thyc hién phep hop nhat trong truong hop xau nhat van 1a O(n), trong
d6 n 1 tong sb dinh ciia hai cay can hop nhat. Nhung chung ta s& chi ra rang,
nhd c¢6 phép bién ddi cay trong budc 2 ma thdi gian chay tra gdp ciia phép
hop nhat s& 1a O(logn).

12.3.2  Phan tich tra gép

Trong muc nay chung ta s€ danh gia thoi gian chay tra gop cta phép
toan Merg trén cay nghiéng. Trudc hét, ching ta can dén khai niém dinh
nang, dinh nhe.

Pinh nghia 12.1. Trong cay nhi phan, mdt dinh dugc goi 1a dinh nang
néu sb dinh cua ciy con phai ciia né 16n hon sb dinh cta cay con trai. Mot
dinh khong phai 1a dinh nang s€é dugc goi la dinh nhe.

Tt dinh nghia trén, chiing ta c6 cac nhan xét sau:

e (Cac dinh 14 cua cay l1a dinh nhe.

e Khi thuc hién hop nhat hai cdy nghiéng S; va S, thi chi ¢6 cac dinh
nam trén dudng bén phai cua hai cay d6 1 thay ddi trang thai ning,
nhe. Hon nita, cac dinh néng nam trén duong bén phai cta hai cay do
s& tré thanh dinh nhe trong cay hop nhat (tai sao?)

Chang han, khi ta hop nhat hai ciy nghiéng trong hinh 12.3a va 12.3b,
cac dinh nam trén dudng bén phai cua hai cay do 1a 2, 6 va 3, trong d6
2 la dinh ndng, con 6 va 3 1a dinh nhe.

Trong cay hop nhét 12.3¢c, dinh nang 2 trd thanh dinh nhe, va dinh nhe
3 trd thanh dinh ning, dinh 6 van con 1a dinh nhe.

° H L
OO T

O OO

(a) (b)
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Hinh 12.3. Su thay @i trang thai niing, nhe ciia cac dinh
khi thuc hién hgp nhat

Pinh 1y 12.1. S6 dinh nhe trén duong bén phai ciia cdy nghiéng n dinh
nhiéu nhét 1a [ logn |+ 1.

That vay, gia sir cay nghiéng T c¢6 gbc 1a dinh v, cdy con trai 1a T, va
cay con phai la Tg.

Tv. Tr

Gia st s6 dinh cua cay T la n, cua cay con trai Ty 1a n;, ciia cay con phai Tr
la ng. Ta cd n=n; + ng + 1. Néu v la dinh nhe thi n;, > ng. Do d6
n>2ng +1>2np

hay ng < g

Tir d6 ta suy ra rang, sb dinh nhe trén duong bén phai cua cay T

nhiéu nhit 1a k, trong d6 k 1a s nguyén 16n nhat sao cho

1<

2k
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hay logn >k

Cay con phai cudi cing c6 thé chi gom mot dinh (14), ma dinh 14 13
dinh nhe. Vay sb dinh nhe trén dudng bén phai cta ciy nghiéng nhiéu nhat
1a Llogn]+ 1.

Cac nhan xét da dua ra va dinh 1y 12.1 s€ duoc st dung dé danh gia
thoi gian chay tra gop cta phép hop nhét.

Bay gio chung ta xdc dinh ham tiém ning ¢ trén mot ho cac cay
nghiéng D = {S;}, trong do S; 1a cay nghiéng. Ham ¢ dugc xac dinh nhu sau

D)= Y

trong d6 r; 1a s6 dinh ning trong cay S;.

Dinh ly 12.2. Gia su cac cdy nghiéng S;, S, co sd dinh 14 n,, n, turong
ung. Thoi gian chay trd goép cua phép hop nhat Merg(S,, S;) 1a O(logn),
trong d6 n =n; + n,.

Gia st duong bén phai cua cay S, chira 1; dinh nhe va h; dinh nang,
con duong bén phai ctua cady S, chtra 1, dinh nhe va h, dinh ndng. Nhu vy,
s6 dinh trén duong bén phai cua cay Sy 1a 1y + hy, cua cay S, 1a I, + hy. Do
d6, thoi gian thuc té dé thuc hién phép hop nhat 1a

C:11+12+h1+h2.

Chung ta danh gia sy thay doi tiém nang khi thuc hién phép hop nhét.
Nhu nhén xét da dua ra, khi thuc hién phép hop nhét, chi c6 cac dinh nam
trén duong bén phai cta hai cay 1a thay do6i trang thai ning, nhe. Tat ca cac
dinh nang trén dudng bén phai cua hai cay S, va S, tr¢ thanh dinh nhe. Mat
khac kha niang nhiéu nhit 1a tit ca cac dinh nhe trén duong bén phai cua hai
cdy d6 tré thanh dinh nang. Do d6 su thay ddi tiém nang nhiéu nhat 1a 1; + 1,
—h; —h,.

Tir cac két luan trén, ta co thé danh gid thoi gian tra gop cua phép hop
nhat nhu sau:
¢ =c+ (thay doi tiém ning)

=L+L+h +h+{0+1—-h —hy)
=2(Li + 1)
Nhung theo dinh 1y 12.1, ta co;
l; <logn; +1val,<logn,+ 1
Vay
¢ <2(logn; + logn, + 2)
<4logn
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trong d6 n = n; + n,. (Bat dang thirc sau cing duoc suy ra tir bo dé sau: Néu
a+b<c, trong d6 a, b, ¢ 1a cac sd thuc duong, thi loga + logb < 2logc — 2)
Bit dang thirc cudi ciing da hoan thanh chimg minh dinh 1y.

T dinh 1y 12.2 va thu tuc thyc hién cac phép toan Insert, DeleteMin,
Decreasekey bang cach sir dung phép hop nhat, chung ta suy ra két luan sau:
Thoi gian trd gop cua cac phép toan Merg, Insert, DeleteMin, Decreasekey
trén cay nghiéng n dinh 1a O(logn), con thoi gian cua phép toan FindMin 1a
O(1).

Chung ta con phai chimg to rang, thoi gian tra gop cua mot diy phép
toan hang uu tién trén cac cay nghiéng 13 cin trén cta thoi gian chay thyc té
ctia diy phép toan d6. Ching ta thuc hién diy phép toan xuat phat tir mot ho
cac hang wu tién chi c6 mot phan tir. Nhu vay trang thai ban dau D, 1a mot
ho céc cay nghiéng chi c6 mot dinh gbc. Theo dinh nghia ham tiém ning, ta
co ¢(D,) = 0. Gia st D; 1a ho cac cay nghiéng nhan dugc sau khi ta thyc hién
phép toan thir 1 trong ddy. Tu dinh nghia ham t1em nang, ta c6 ¢(D;) > 0 vdi
moi 1. Van dung cac két luan di dua ra ¢ cubi muc 11.4, ching ta suy ra
khang dinh can chimg minh.
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CHUONG 14
CAC CAU TRUC DU LIEU PA CHIEU

Tir trude t6i nay chung ta méi chi nghién ctru cac CTDL dé biéu dién
tap dir li€u, trong d6 ditr liéu dugc hoan toan xac dinh bdi mot thude tinh
duoc goi 1a khod cua dir 1i€u, va khod cua dir liéu dugc st dung trong cac
phép todn tim kiém, xen, loai. Chuing ta s€ noi dén cac dit liéu duoc xac dinh
chi boi mot thude tinh khod nhu 13 cac dit liéu mot chiéu. Tuy nhién trong
rat nhiéu linh vue ap dung, chéng han nhu dd hoa may tinh, xur ly anh, céc
he thong tin dia ly, cadc hé co s& dit liéu da phuong tién, cac ap dung cua
hinh hoc tinh toan ..., ching ta cn phai lam viéc véi cac dir liéu khong phai
mot chidu. P6 14 cac dit liéu hinh anh (image data), dit liéu video, dir li€u
audio, dir liéu vin ban (document data), dit liéu viét tay (handwritten data). ..
Céc dit liéu nay co thé dugc biéu dién boi, chang han, cac thudc tinh khong
gian, thoi gian. Néi chung, cac dit liéu nay dugc biéu dién boi vecto cac gia
tri thuoc tinh (x,,..., i), tac 1a mdi dit liéu dugc mod ta boi mot diém trong
khéng gian k - chidu. Cac dit liéu nay duoc goi 1a cc dir liéu diém k chiéu
(k — dimensional point data). Trong chuong nay, ching ta sé nghién ctu
cac CTDL dé biéu dién tap dir lidu diém k - chiéu. Cac CTDL nay duoc goi
1a cac CTDL da chiéu (multidimensional data structures) hay con duoc
goi la cac CTDL khong gian (spatial data structures). Ky thudt chung
duge str dung 13 biéu dién tap dir liéu diém k - chibu boi cac loai cay khac
nhau. Ciy biéu dién su phan hoach khéng gian thanh cac mién con. Gbc cay
biéu dién toan bo mién chira dit liéu. Mdi dinh cua cay biéu dién mot mién
nao do, cic con ciia nd biéu dién su phan hoach mién nay thanh cac mién
con. Nhiéu CTDL da dugc dé xuét thyc hién y tuong phan hoach mién chira
dir liéu thanh cac mién con sao cho viéc tim kiém dir liéu va cap nhat tap dir
liéu dugc thuc hién hi€u qua. Chung ta s€ lan luot nghién ctru cac CTDL:
ciy K - chiéu (k — dimensional tree), ciy tir phan (quadtree), cay tir phan
MX (MX — Quadtree). Cac loai cay nay khac nhau ¢ chién luge phan hoach
mot mién thanh cidc mién con.

141 CAC PHEP TOAN TREN CAC DU LIEU PA CHIEU

Dit liéu diém k - chiéu 1a dit liéu dugec hoan toan xéac dinh béi vecto
cac gia tri thudc tinh ( x,, ..., X,) trong khong gian k - chiéu, hay néi cach
khac dir li¢u duoc hoan toan xac dinh béi k gia tri khoa xy, ..., x,. Trong céc
ung dung, khi c6 mot tap dir li¢u diém k - chiéu, trong qua trinh xtr 1y dir
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liéu ching ta thuong Xuyén phai st dung cac phép toan tir dién: tim klem,
xen, loai, gibng nhu ddi voi cac dir liéu mot chiéu (mot khod). Chi c6 diéu
khac 1a ¢ day ching ta can tién hanh tim kiém, xen, loai dua vao k gia tri
khoa da cho. Chang han, phép tim kiém ¢ day c6 nghia 13: tim trong tap dir
liu diém k - chiéu da cho mot dir liéu khi biét vecto cac gia tri khoa ctia nd
la (Xl, ceey Xk).

Ngoai cac phép toan tir dién, trén cac dit liéu da chiéu, ching ta con
can dén mot phép toan dic biét: tim kiém pham vi (Range Search). Phép
toan tim kiém pham vi dugc phat biéu nhu sau: cho trudc mot diém dir lidu
(X1, ..., Xi) va mot sd thuc duong r, can tim trong tap dit liéu diém k - chiéu
da cho tat ca cac diém dit ligu cach (x4, ..., xx) mOt khoang cach khong 16n
hon r. Trong khong gian 2 - chiéu, phép toa’m tim kiém pham vi, néi theo
ngo6n ngit hinh hoc ¢6 nghia la, cho trudce hinh tron tdm (x, y) ban kinh r, can
tim tat ca cac diém dir liéu nam trong hinh tron ndy. Sau day chung ta dua ra
mot vi du minh hoa tim quan trong ctia phép toan tim kiém pham vi.

Gia st D 1a mdét tap cac van ban. Trude hét chung ta can dua ra mot
cach biéu dién van ban. Gia sir T 1a danh sach céc tir “quan trong” xuat hién
trong cac vin ban ciia tap D, T = (t;, ..., t) .V6i mdi vin ban d thudce D, ta
biéu dién d boi vecto cac s6 thue khong am, d = (xy, ..., xi) trong d6 x; (1 =

L k) 1aty sd gitra sO 1an xuat hién tir t; trong vin ban d trén s tir trong
van ban d. Chung ta can xac dinh do do “su lién quan” hay do do “su tuong
tu”, hay con goi 1a “khoang cach” giita hai vin ban. C6 nhiéu cach xac dinh
d6 do d6, chung ta khong néu ra & ddy. Trong cic hé tim kiém thong tin,
nguoi st dung mong mudn tim ra mot danh sach p van ban “lién quan”
nhiéu nhét toi mot cau hoi Q tir hé co s& dir lidu van ban D. Chung ta quan
niém cau hoi Q nhu mot vin ban va biéu dién né boi mot vecto Q = (qy, ...,
qi) theo cach biéu dién dd néu. Van dé tim cau tra 16i cho cau hoi Q bay gid
dugc quy vé tim p lang giéng gan nhét véi Q (theo dd do tuong tu dd xac
dinh), tirc 1a dugc quy vé thuc hién phép toan tim kiém pham vi.

142 CAY K-CHIEU

Cay 2 - chiéu dugc str dung dé luu giit cac dit liéu diém 2 - chiéu, cay
3 - chiéu dé luu gitt cac dir liéu diém 3 - chiéu, ... Téng quat, ciy k - chiéu
dé biéu dién tap dit liéu diém k - chiéu. Trong muc nay, true hét chung ta s&
trinh bay CTDL cay 2 - chiéu va chi ra cac phép toan tir dién va phép toan
tim kiém pham vi duoc thuc hién nhu thé nao trén cay 2 - chiéu. Sau d6
ching ta s& trinh bay cach tong quat hoa cay 2 - chiéu dé c6 cdy k - chiéu.
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14.2.1  Cay 2 - chiéu

Cay 2 - chi€u Ia cay nhi phan. Moi dir 1iéu di€ém 2 - chi€éu gom cac gia
tri toa do ctua diém va cac thong tin khac gan véi diém nay ma ta quan tam.
Vi vay, moi dinh cua cay 2 - chiéu la mot cau tric c6 dang sau:

struct Node

{
infoType info ;
double Xval;
double Yval;
Node* left ;
Node* right ;

}s

Trong do, cac truong Xval va Yval ky hi¢u hoanh d¢ va tung do cua
diém, cc con trd left va right tro t6i dinh con trai va phai, con truong info
lwu cac thong tin khac vé diém. Noi dung cua trudng info duoc xac dinh cu
thé tuy timg Gng dung. Chang han trong cac h¢ thong tin dia ly (geographic
information system), cac dir liéu diém duoc luu giit c¢6 thé 1a cac diém biéu
dién céc vi tri ma chung ta quan tim trén ban d6 mot ving lanh thé nao do.
Néu céc vi tri 13 cac thanh phd thi thong tin vé vi tri co thé 13 tén thanh phd,
s6 dan cta thanh phd, ...

Cay 2 - chiéu 1a sy tong quat hoa cua cay tim kiém nhi phan. Mdi dinh
trong cua cay biéu dién mot mién va phan hoach mién dir lidu nay theo mdt
chiéu (theo mdt toa d9). Cac dinh trén cung mdt muc s€ phan hoach cac
mién dit liéu twong Gmg theo dudng thing dimg (theo hoanh d6) hoic theo
duong nam ngang (theo tung do). Néu cac dinh trén mét murc phan hoach dur
liéu theo duong thang dung, thi & mac tiép theo cac dinh s€ phan hoach dir
liéu theo dudong nam ngang, cac dinh ¢ muc tiép theo nita lai phan hoach dir
lidu theo dudng thing dung, va clr thé tiép tuc. Ching han, gia st ching ta
c6 tap cac diém nhu sau:
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biém Toa dd

(15,31)
(24, 45)
(20, 26)
(8, 12)
(30, 17)
(13, 9)

Mmoo aQw e

Gia sir ta chon diém A dai biéu cho toan bo mién chira cac diém, khi
d6 A 1a gbc cay va phan hoach mién thanh hai mién con theo duong thang
dung. Chon diém B dai biéu cho mién bén phai duong thang ding di qua A,
chon diém D dai biéu cho mién bén trai dudong thiang dimg di qua A, khi d6
B 1a dinh con phai, con D 1a dinh con trai cua A, d6ng thoi dinh B va D phan
hoach cac mién con tuong ng theo dudng nam ngang. Tiép theo chon C dai
biéu cho mién con nam dudi dudng nam ngang di qua B, ta ¢6 C s€ la dinh
con trai cua B va dinh C phan hoach mién con do theo dudng thang dimg ..
Cu01 cung, chiing ta nhan dugc sy phan hoach mién chira cac diém thanh céac
mién con nhu trong hinh 14.1a va ciy biéu dién tip diém tuwong ung voi
phan hoach nay dugc cho trong hinh 14.1b.

@

(a)
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A(15,31)

L
D(8, 12) B(24, 45)
/ N |
F(13,9) C(20, 26)
.| . . N

(b)

Hinh 14.1. (a) Mgt cach phén hoach tap diém
(b) Céay 2- chiéu twong irng

Can luu y y rang, c¢6 nhiéu cach phén hoach mién chira dit liéu va do d6
chung ta c6 thé biéu dién tap dit liéu diém 2 - chiéu bdi cac cdy 2 chiéu khac
nhau.

Murc cua cac dinh trong cay duoc xac dinh nhu sau. Géc ¢ muc 0, néu
mot dinh & mie 1, thi cac con (néu ¢6) ctia nd & mirc 1 + 1. Bay gid chung ta
c6 thé dua ra dinh nghia cay 2-chiéu.

Cay 2-chiéu 1 cay nhi phan thoa man cac diéu kién sau:

1. Néu P 1a dinh & muc chin va Q 1a dinh bat ky thudc cay con trai cua
dinh P thi Q © Xval <P = Xval, con néu Q 1a dinh bét ky thudc ciy
con phai cua dinh P thi Q = Xval > P - Xval.
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2. Néu P 1a dinh ¢ muc 1é va Q 1a dinh bat ky thugc cdy con trai cta P thi
Q = Yval <P - Yval, va n¢u Q la dinh bat ky thudc cay con phai
ctaPthiQ > Yval > P - Yval.

Chu ¥ rang, trong dinh nghia trén, cac didu kién di néu c6 nghia 1a cac
dinh & muc chan (1¢) s€ phan hoach mién ma ching dai dién thanh hai mién
con theo dudng thang ding (theo dudng nam ngang).

Sau day ching ta s€ xét cac phep toan tu dién: tim kiém, xen, loai va
phép toan tim kiém pham vi trén cdy 2-chiéu.

Phép toan tim kiém. Gia st T 13 con tro tro téi gdc cay 2-chiéu,
chung ta can tim xem diém (x, y) ¢6 dugc luu trong mot dinh ciia cdy T hay
khong. Thuat toan tim kiém trén cdy 2-chiéu ciing twong tu nhu thuat toan
tim kiém trén cdy tim kiém nhi phan Chung ta cho con tro P chay trén cac
dinh cta cdy T, ban dau P tro t6i gdc cdy. Néu P = NULL, ta kiém tra xem
(P > Xval, P > Yval) c6 tring vdi (x, y) khong. Néu (P > Xval, P >Yval)
= (x, y) thi sy tim kiém d3 thanh cong va dimg lai. Gia st chung khac nhau
va P & muc chin, khi d6 néu P = Xval > x thi ta cho con tro P tro tGi dinh
con trai cta nd, con néu P > Xval < x thi cho P tr6 t6i dinh con phai cta no.
Tuong tu, néu P & mutc 1é va P > Yval > y, thi cho P tré to61 dinh con trai
ctia n6 con néu P > Yval <y thi cho P tro tdi dinh con phai cta nd. Qua
trinh trén duoc lap lai. Néu t&i mot thoi diém nao d6 P = NULL thi ¢6 nghia
1a sy tim kiém that bai va dumg lai.

Phép toan xen. Gia str chiing ta can xen vao cay 2-chiéu T mét dinh
m&i chira diém (X, y). Néu T la ciy rong, ta tao ra mot dinh chira diém (x,y),
cac truong left va right chtra hang NULL, va cho con tro T tro t&i dinh nay.
Néu cay T khong rdng, ta tién hanh giéng nhu khi tim kiém, cho con tré P
chay trén cac dinh ctia ciy, bat dau tir géc cay. Néu P #NULL va (P > Xval,
P > Yval) = (x, y) thi diéu d6 c6 nghia 1a diém (x, y) dé c6 sin trong cay T,
ta dung lai. Néu P # NULL va ta can cho P trd téi dinh con trai cua nd,
nhung P = left 1a NULL, thi ta tao ra mot dinh méi chira diém (x,y) va cho
con tro P = left tro t6i dinh moi ndy. Con néu P = NULL va ta can cho P tro
t6i dinh con phai cia P, nhung P khong c6 dinh con phai, thi dinh méi can
xen vao la dinh con phai cua P.

Vi du, gia str chung ta can tao ra cdy 2-chiéu biéu dién tap diém A(15,
31), B(24, 45), C(20, 26), D(8, 12), E(30, 17) va F(13, 9) bang cach xen vao
cdy ban dau rong lan lugt cac diém theo tht tu da liét ké. Pau tién, xen dinh
A(15, 31) vao cay rdng, ta co cdy chi c6 mot dinh gdc A, nhu trong hinh
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14.2a. Xen vao cdy nay dinh B(24, 25), vi hoanh d6 cta diém B 1a 24, 16n
hon hoanh d6 15 cta diém A, nén dinh B(24, 45) duoc thém vao la dinh con
phai cua dinh A, ta c6 cay trong hinh 14.2b. Xen dinh C(20, 26) vao cay
14.2b. Ta ¢6 dinh A & mirc chin va hoanh d6 20 cua diém C 16n hon hoanh
d6 15 cta diém A, nén dinh C(20, 26) phai dugc xen vao cdy con phai cua
dinh A. Binh con phai cua A 1a dinh B & muc 1€, va tung do6 26 ctia C nhé
hon tung do 45 cua B, do do6 dinh C(20, 26) dugc xen vao nhu la dinh con
trai ciia B va ta c6 cdy hinh 14.2¢. Tiép tuc, xen dinh D(8, 12) vao cdy hinh
14.2¢c, vi 8 <15 nén dinh D(8, 12) tr¢ thanh dinh con trai cia A, nhu trong
hinh 14.2d. Tuong tu, xen ndt cac dinh E(30, 17) va F(13, 9), ta nhan duoc

ciy két qua nhu trong hinh 14.1b.

A(15,31)

A(15, 31)

(b)

N

B(24, 45)
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A(15,31)

AN

A(15,31)

/

\

B(24, 45) D(8, 12) B(24, 45)
/- 7
C(20, 26) C(20, 26)
(c) (d)

Hinh 14.2. Xen vao cy 2-chiéu lan luot cic diém
A(15, 31), B(24, 45), C(20, 26), D(8, 12)

Phép toan loai. Gia st T 1a cdy 2-chiéu, va chung ta can loai khoi cay
nay dinh chira diém (x, y). Phép toan loai 1a phép toan phuc tap nhat trong
cac phép toan trén cay 2-chiéu. Tu tudng ciia thudt toan loai trén cay 2-chiéu
cling twong tu nhu trén cdy tim kiém nhi phan.

Trude hét ta cAn tim dinh cin loai, gia sir d6 14 dinh P. Néu P 1a dinh
14, viéc loai P rat don gian, ta chi can dat con tré lién két tir dinh cha cua P
t6i P bang NULL va thu hdi bo nhd dd cip phat cho P. Gia sir P khong phai
1a dinh 14, ttc 1 it nhdt mot trong hai cy con cua P khong rong. Ta ky hiéu
T: 14 ciy con trai cua P, T, 1a ciy con phai ciia P. Cac hanh dong tiép theo
phu thudc vao cdy con phai T, 1a rong hay khong rong. Ta xét timg kha
nang:

e Cay con phai T, khong réng. Trong truong hop ndy ta thuc hién cac
budc co ban sau:
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Bwée 1. Tim dinh Q thudc T, c6 thé thay thé cho dinh P. Pinh Q can
phai phan hoach mién dit liéu giéng nhu P.
Buéc 2. Thay thé dinh P boi dinh Q. Piéu nay duoc thuc hién bang
cach chuyén dir li€u chtra trong dinh Q 1én dinh P, trc 1a dat:

P = info = Q - info

P 2 Xval=Q - Xval

P> Yval=Q - Yval
Budc 3. Loai d¢ quy dinh Q khéi cay con T..

Chu ¥ rang, vi cdy con T, ¢6 d6 cao thip hon ciy T nén cac 10i goi dé
quy s& dan t6i viéc loai dinh 14, mot viéc don gian da noi.

Bay gio chiing ta 1am sang to budce 1. Chung ta can tim trong cdy con
T, mot dinh Q cho ta s phan hoach mién dir liéu giéng nhu dinh P. Diéu
nay co6 nghia 13, néu P & mic chin thi véi moi dinh L thudc cdy con trai ctia
P, ta co L 2 Xval < Q - Xval, va véi moi dinh R thudc cay con phai cta P,
ta c6 R > Xval > Q = Xval. Con néu P ¢ mirc 1&, thi L 2 Yval < Q >
Yval va R 2 Yval > Q - Yval. Viéc tim dinh Q thudc cay con phai T, thoa
mén c4c tinh chét trén 1a don gian. Néu P & mirc chin, chiing ta chi can tim
dinh Q 1a dinh c6 gia tri Xval 1a nho nhét trong cay T,; con néu P ¢ muc 1¢
thi Q 1a dinh c6 gia tri Yval nho nhét trong cdy T,. Chang han, trong ciy
hinh 14.1b, gia su ta can loai dinh A(15, 31), khi d6 dinh thay thé 1a dinh
C(20, 26) trong cdy con phai cta dinh A. Tir hinh 14.1a, ta thay khi xo4 di
diém A thi diém C cho ta sy phan hoach dir liéu gidng nhu diém A.

e Cay con phai T, rdng va cy con trai T, khong réng. Trong truong
hop nay, ta thyc hién cac budce sau:

Buéc 1. Tim dinh Q thudc ciy con trai T, co gia tri Xval nho nhat
(néu P & mirc chdn) hodc Q ¢6 gia tri Yval nho nhat (néu P & mic 18).
Budc 2. Thay thé dinh P boi dinh Q. Chuyén cay con trai ctia P thanh
cay con phai cua P, ttrc 1a dat:

P = right =P - left

P = left=NULL
Budc 3. Loai d¢ quy dinh Q khoi cay con phai cua P.

Phép toan tim kiém pham vi. Van dé duoc dit ra 13, cho trudec mot
diém (x, y) va mot sb thuc duong r, chung ta can tim tat ca cac diém chira
trong cac dinh cua cay 2- chleu nam trong hinh tron tam (x,y) voi ban kinh r.
Pé giai quyet van dé nay, can luu y y rang, moi dinh cua cay 2- chiéu biéu dién
mdt mién. Mién tuong ung v&i moi dinh 1a mién hinh chit nhat [X1, X5, Y7,
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Y, ], trong d6 (X, Y;) la toa d6 ctia gbc dudi bén trai va (X,, Y,) la toa do
ctia goc trén bén phai cia hinh chir nhat, mién ndy gom tit ca cac diém (x, y)
ma X; < x <X, va Y; <y <Y, Chang han, trong cdy 2-chiéu hinh 14.1b,
dinh A biéu dién toan bd khong gian, tic 1a mién [-00, +00; -00, +o0]. Pinh B
biéu dién mién [15, +oo; -00, 0], dinh D biéu dién mién [-c0, 15; -0, +oo].
Mién tuong tng voi dinh C s€ la [15, +o0; -00,45], . .. Mién duoc biéu dién
boi gde cay 2-chiéu c6 thé xac dinh duoc ngay, khi ma khong danh gia duoc
hinh chir nhat chira toan bé dir liéu, chung ta c6 thé xem mién nay 1a toan bo
khong gian. Néu biét dugc mién hinh chir nhat twong tmg véi mot dinh, ta c6
thé xac dinh dwgc mién hinh chit nhat twong Gng véi cac dinh con cua nd.
Va do d6, ta co thé xac dinh dugc mién hinh chir nhat twong tmg véi moi
dinh cta cay 2-chiéu. (Ban doc hiy dua ra thuét toan). Ching ta s& ky hiéu
hinh tron tam (X,y), ban kinh r 1a H, ky hiéu mién hinh chit nhat tuong ung
vOi dinh P 1a Rp. Trong qua trinh tim kiém, néu chung ta thdy mién dugce
biéu dién boi dinh P khong cit hinh tron H, thi ta bo qua toan bo cay con goc
P, khong can xem xét cay con d6. Thuat toan tim cac diém trén cdy 2-chiéu
T (T 1a con trd tro téi gbe cdy) nam trong hinh tron H 13 thuat toan dé quy
nhu sau:

RangeSearch (T, H)

{
if RrnH=4¢)
return ;
else {
if ((T-> Xval, T-> Yval) e H)
In ra diém (T > Xval, T = Yval);
RangeSearch (T - left, H);
RangeSearch (T - right, H);
b
}

Vi du. Gia sir ching ta cin tim trén cdy 2-chiéu hinh 14.1b cac diém
nam trong pham vi hinh tron H v6i tdm (25, 22), ban kinh 8. Puong nhién 13
hinh tron H giao véi mién dugc biéu dién boi dinh A. Kiém tra ta thay diém
(15, 31) khong nam trong hinh tron H. Xét dinh D(8, 12) 1a gbc cua cay con
trai cua dinh A, mién duoc biéu dién boi dinh D khong cat hinh tron H, do
d6 ta khong can xem x¢ét cdy con trai cua dinh A. Xet dinh B(24, 45) 1a dinh
con phai cua A, mién biéu dlen boi dinh B giao v6i hinh tron H. Kiém tra, ta
thiy diém (24, 45) khong nam trong hinh tron H. Lai xét dinh C(20, 26),
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mién duoc biéu dién bdi dinh C giao voi hinh tron H, va kiém tra ta thay
diém (20, 26) nam trong hinh tron H. Tiép tuc xét dinh E(30, 17), va ta ciing
thay diém (30, 17) ndm trong hinh tron H. Nhu viy, ta tim dugc hai diém
(20, 26) va (30, 17) nam trong hinh tron tim (25, 22), ban kinh 8.

14.2.2  Ciy k-chiéu

Cay 2-chiéu dé biéu dién cac dir li¢u diém 2 chiéu. Ching ta can cdy
3-chiéu dé biéu dién cac diém (x, y, z) trong khong gian 3 chiéu, cay 4-chiéu
dé biéu dién cac diém (x, Y, Z, ), voi t la chiéu thoi gian chang han. Tong
quat, cac dir liéu diém k-chiéu (Xos X1, -5 Xie1) (K> 2) €0 thé duoc biéu dién
boi CTDL cay k-chiéu. Cay k-chiéu la su tong quat hoa tu nhién cua cay 2-
chiéu. Cay k-chiéu ciing 14 cdy nhi phan. Mdi dinh cua cdy k-chiéu 1a mot
cau tric gidng nhu cau tric biéu dién dinh cdy 2-chiéu, chi khac 1a thay cho
cac trudong Xval va Yval chung ta sir dung mang Xarray[k] dé luu diém (x,,
X1y eeey Xk-l)-

struct Node

{
infoType info ;
double Xarray[k] ;
Node* left ;
Node* right ;

¥

Gidng nhu trong cdy 2-chiéu, cac dinh nam trén cing mot mirc cia
cdy k-chiéu s& phan hoach cac mién ma chung biéu dién thanh hai nira theo
mot chiéu khong gian ndo d6. Cu thé 1a cac dinh ndm ¢ mic m s& phan
hoach cac mién tuong Gng thanh hai phan theo chiéu khong gian thtr i voi i =
m mod k. Céc thuit toan tim kiém, xen, loai, tim kiém pham vi trén cay k-
chic:%u 1a sy tong quat hoa tu nhién cua cac thudt todn twong Gng trén cdy 2-
chiéu.

Nhan xét. Uu diém cua ciy k-chiéu 13 dé cai dit. Ciing nhu trén ciy
tim kiém nhi phan, dé dang thiy rang, thoi gian thuc hién cac phép toan tim
kiém, xen, loai trén ciy k-chiéu 1a O(h), trong d6 h 1a d6 cao cua cdy. Trong
truong hop x4u nhét, cay k-chiéu véi n dinh c6 thé c6 do cao n, va do d6
thoi gian thyc hién cac phép toan tim kiém, xen, loai 1a O(n). Nguoi ta da
chimg minh dugc rang, thoi gian thuc hién phép toan tim kiém pham vi trén
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cay k-chiéu vé6i n dinh 13 O( kn'"*); noi riéng véi k = 2, tim kiém pham vi

trén cay 2-chiéu doi hoi thoi gian O(2+/n)
143 CAY TU PHAN

CTDL cay tir phén (quadtree) dugc su dung dé biéu d1encac diém 2-
chiéu. Trong cay 2- chiéu, mdi dinh cua cay phan hoach mién ma nd biéu
dién thanh hai phan hoic 14 theo duong thang dung (theo chiéu x), hoic theo
duong nam ngang (theo chiéu y), va do dé ciy 2-chiéu 1a cdy nhi phan.
Trong cdy tr phan, mdi diém s& phan hoach mién ma né dai dién thanh bon
phan theo ca hai chiéu: phan tiy-bic (NW), phin dong-bic (NE), phén
d6ng- nam (SE) va phan tidy-nam (SW), nhu trong hinh 14.3a. Do d6, mdi
dinh trong ciy tr phan s& c6 bdn con tuong g véi mot trong bon phan dé
nhu trong hinh 14.3b.

A
NW NE | |
/L)1
@
[\
SW SE NW NFE SE SwW
(a) (b)

Hinh 14.3. (a) Piém A phan hoach mdt mién thanh bon phan
(b) Piém A dwgrc biéu dieén béi mot dinh cé bon con.

Céu trac dinh cua cdy t phan twong tu nhu cdu trac dinh cia cay 2-
chiéu, chi khéc 1a ta can dua vao bdn con tré tré t&i bon dinh con.
struct Node
{
infoType info ;
double Xval;
double Yval;
Node* NW-pointer ;
Node* NE-pointer ;
Node* SE-pointer ;
Node* SW-pointer ;
§ s
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Vi du. Gia st ching ta can biéu dién tap diém A(15, 31), B(24, 45),
C(20, 26), D(8, 12), E(30, 17), E(13, 9), (tap diém nay d3 duoc biéu dién boi
cdy 2-chiéu hinh 14.1b). Gia sir ching ta sir dung cac diém nay dé phan
hoach mit phang thanh cdc mién con nhu trong hinh 14.4a. Tuong tng voi
phan hoach nay, tap diém A, B, C, D, E, F dugc biéu dién dudi dang ciy tir
phéan hinh 14.4b.

s
A
®
Co
Lo
D
®
F T
(a)
A(15,31)
* N
B(24, 45) C(20, 26) D(8, 12)
E(30, 17 F(13,9)
(b)

Hinh 14.4. (a) Mt cach phén hoach mit phing
béi cac diem A, B, C,D, E, F
(b) Cay tir phan twong ng véi phan hoach
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Chu y rang, cling nhu trong trudng hop xay dung cay 2- chiéu, boi vi
c¢6 nhiéu cach chon diém dai biéu cho mot mién, va do dé co nhiéu cach
phan hoach mdt mién thanh cic mién con, nén c6 nhiéu cdy tir phan khac
nhau biéu dién ciing mot tap diém.

Bay gio chung ta xét xem céc phép toan tim kiém, xen, loai va phép
toan tim kiém pham vi duoc thuc hién nhu thé nao trén cay tir phan.

Phép toin tim kiém va phép toan xen. Hai phép toan nay dugce tién
hanh theo cung mét phuong phap nhu trén cay 2- chiéu. Dé tim kiém (hoic
dé xen vao) mot dlem chung ta can tim mién chira diém d6. Mdi diém dai
dién cho mot mién hinh chit nhat. Néu diém P c6 toa do (xp, yp) biéu dién
mién hinh chit nhat [X1, X5; Y1, Y, ] thi diém P s& chia mién nay thanh bon
mién con nhu sau:

Mién con NW = [X1, Xp; yp, Y2 ]

Mién con NE = [xp, X5; yp, Y |

Mlén con SW = [X], Xp, Yl: Yp ]

Mlén con SE = [Xp, Xz, Yl, Yp ]

Mubn biét cay tir phan co chira diém (x, y) hay khong, chiing ta xem
xét cac dinh cua cdy, ké tir gbc. Néu dinh dang xem x¢t la dinh P va diém
(Xp, yp) la (x, y) thi c6 nghia Ia ta da tim kiém thanh cong. Néu khéng, tuy
thudc diém (x, y) ndm trong mién con nao trong bon mién con NW, NE, SE,
SW ma ta xem xét dinh con ctia P twong g véi mién con d6. Néu dinh con
ching ta can xem xét khong c6, thi ta két luan diém (x, y) khong co trong
cdy tir phan. Chang han, gia sir ta can tim xem diém (x, y) = (18, 23) ¢6 chtra
trong cdy ti phan hinh 14.4b hay khong. Diém & gdc cay 1a (15, 31) = (18,
23). Piém (18, 23) nam trong mién con SE d6i véi diém (15, 31). Pi theo
con trd SE tdi dinh C(20, 26). Piém (20, 26) = (18, 23) va (18, 23) nim
trong mién con SW dbi véi (20, 26). Nhung SW-pointer cta dinh C(20, 26)
1a NULL, do d6 ta két luan diém (18, 23) khong co trong cdy tir phan hinh
14.4b.

Bay gi0 ching ta xét phép toan xen. Gia st ta xen tap diém trong hinh
14.4a vao cdy ban dau rdng. Ta xen cic d1em do vao cay theo thtr tu C, B, A,
D, E, F. Xen diém C(20, 26) vao cay rong ta ¢ cdy chi c6 mot dinh gdc 1a
dinh C(20, 26). Cac diém B(24, 45), A(15, 31), D(8, 12), E(30, 17) lan luot
nam ¢ mién NE, NW, SW, SE d6i véi diém C, va do d6 ching lan luot dugc
thém vao cdy nhu cac dinh con NE, NW, SW, SE cuia dinh C. Bén day, ta co
cay tir phan gbc 1a dinh C, dinh C ¢6 bén dinh con theo thtr tu NW, NE, SE
SW 1a A, B, E, D. By gio xen vao cdy nay diém F(13, 9). Piém F nim
trong mién SW d6i v6i dinh C. Pi theo con tro SW t6i dinh D. Piém F nam
trong mién SE d6i v6i dinh D, va do d6 nd duoc thém vao cdy nhu 1a dinh

380



con SE cua dinh D. Ta thu dugc cay hinh 14.5, cay nay khac véi cay hinh
14.4b, mic dau chung biéu dién cung mot tap diém.

C(20, 26)
AN
A(15,31) B(24, 45) E(30, 17) D8, 12)

F(13,9)

Hinh 14.5. Ciy tir phin dwoc tao thanh bing cich xen
vao cay rong lan lwgt cac diem C, B, A, D, E, F

Phép toan loai. Loai mot dinh P(x, y) khoi cdy tir phan 1a rat phuc
tap. Nhé lai rang, dé loai dinh P khoi cdy 2-chiéu khi P khong phai 1a dinh
14, ta tim dinh Q trong cdy con phai T, ciia P sao cho Q cho phan hoach mién
dir liéu gidng nhu P, roi thay P bai Q va loai dé quy Q khoi cay con T,. Ddi
v6i cdy tr phan ta co thé ap dung k¥ thuat d6 dugc khong? Tic 13, dé loai
dinh P khoi cay t& phan khi P khong phai 1a dinh 14 (néu P 14 dinh 14 thi viéc
loai no 13 tim thudng), ta c¢6 thé tim mot dinh Q thudc mot trong cac ciy con
NW, NE, SE, SW cua dinh P, c6 thé thay thé cho dinh P, tirc 1a Q phan
hoach mién dit liéu giéng nhu P? Néu tim duoc dinh Q nhu thé, ta thay P boi
Q va loai d¢ quy Q khoi cdy con chtra nd. Song dang tiéc 1a khong phai lac
nao ta ciing tim dugc dinh Q thay thé cho dinh P. Chang han, xét cdy tir phan
hinh 14.4b, néu ta loai dinh A thi c6 thé tim duoc dinh thay thé 1a dinh C.
Nhung néu ta thém vao ciy hinh 14.4b mét diém méi G(18, 23), thi trén cay
nay muén loai dinh A ta khong thé tim dugc dinh thay thé.

Chung ta c6 thé loai dinh P (khong phai 1a 14) khoi cay tr phan theo
thuat toan don gian sau. Cat khoi cay tir phan cay con gbc P, rdi xen vao cay
t phan con lai cac dinh ndm trong cdy con gbc P, trir dinh P. Thuét toan nay
duong nhién 1a kém hi¢u qua. Nguoi ta da dua ra cac thudt toan loai hi¢u
qua hon, nhung phtrc tap nén chung ta khong trinh bay.
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Phép toan tim kiém pham vi trén cdy t&r phan duoc thuc hién theo
cung phuong phap nhu trén cay 2-chiéu.

Cay tir phan ciing rat dé cai dat. Thoi gian thuc hién cac phép toan tim
kiém va xen vao 1a O(h), trong d6 h 13 d6 cao cua cay, tirc la cling nhu trén
cay 2- chleu Tuy nhién, cung biéu dlen mot tap diém thi noi chung cay tu
phan ngin hon cay 2- chiéu, boi vi mdi dinh trong cay tir phan co bbn con,
trong cay 2- chleu mdi dinh chi c6 hai con. Phep toan tim kiém pham vi trén
cdy tir phan can thoi gian O(2+/n), véi n 13 s6 dinh trong cay, thoi gian nay
cling giébng nhu trén cay 2-chiéu. Nhugc diém cia cdy tir phan 1a phép toan
loai phurc tap. Trong muyc sau day, ching ta s€ nghién ctru mot loai cay t
phan khac duoc goi 1a cay tir phan MX, trong d6 phép loai dugc thuc hién dé
dang hon nhiéu.

14.4 CAY TU PHAN MX

Trong cdy 2-chiéu ciing nhu trong cdy t phan, “hinh dang” cua ciy
phu thudc vao thtr tu cac diém duoc xen vao cay. Chéng han, cdy tor phan
hinh 14.4b va cay tir phan hinh 14.5 ¢6 hinh dang khac nhau, cay hinh 14.4b
duoc tao thanh khi ta xen vao ciy rong cac diém theo thit tv A, B,C, D, E, F,
con cay hinh 14.5 dugc tao thanh khi ta xen cac diém d6 theo tht tu C, B, A,
D, E, F. Do d6 trat tu cac diém duoc xen vao cay anh huong dén do cao cla
cay. Hi€u qua cua cac phép toan trén cy lai phu thudc vao do cao cua cay.

Trong muc nay chung ta s€ nghién ctru mgt dang cay tir phan dugc goi
1a cdy tir phdn MX (MX- QuadTree). Ciy t phan MX c6 vu diém 14 hinh
dang cua cay khong phu thudc vao thir tu céc diém duoc xen vao cay, hay
n6i cach khic, mot tap diém dugc biéu dién bdi duy nhit mot cay ta phan
MX. Mot vu diém khac 13, cac phép toan trén cay tir phan MX nhu tim kiém
tim kiém pham vi, xen vao ciing dé dang nhu trén cdy t& phan, con phép
toan loai thi don gian va hiéu qua hon.

Y tuong biéu dién tap diém trén miat phang boi cay tur phan MX la
nhu sau. Chung ta gia sir rang tap diém ma chung ta quan tam nam trong
mdt mién hinh vudng. Chia hinh vudng nay thanh mot ludi 2"x 2% 6 vuong
(v6i k nao d6), diém & goc dudi bén trai duge xem 1a c6 toa do (0, 0), diém &
gbc trén bén phai co toa do (2%, 2%). Trong cac ung dung ta can chon k thich
hop sao cho cac diém ma ta quan tim tuong ing véi cac diém (i, j) trén ludi
v6i 0 <i, j <2 — 1. Chéng han, hinh 14.6 13 luéi 2° x 2> 6 vudng (k = 2) véi
cac diém duogc quan tam 13 A(1, 2), B(2, 2), C(1, 0), D(2, 3) va E(0, 1).
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C

Hinh 14.6. M{t luwéi 6 vuong voi k =2

Céu trac dinh cta cdy t&r phan MX gidng nhu cdu trac dinh cta cay ti
phan ta da dua ra trong myc 14.3. Goc cay tir phan MX biéu dién mién hinh
vuong [0, 2%; 0, 2° ], hay néi cach khac, hinh vudng v6i diém dudi bén trai 1a
(0, 0), canh 1a 2. Mdi dinh cua cay tir phan MX biéu dién mién hinh vudng
v6i diém dudi bén trai (i, j) canh a, ta ky hiéu hinh vuong nay 1a [(i, j), a], va
s& phan chia hinh vudng nay thanh bén hinh vuéng con bang nhau (xem hinh

14.7).

Hinh vudng tay-bac (hinh vuéng NW): [(i, j + a/2), a/2]

Hinh vudng déng-bic (hinh vudng NE): [(i + a/2, j + a/2), a/2]

Hinh vudng dong-nam (hinh vuéng SE): [(1 + a/2, }), a/2]

Hinh vuong tdy-nam (hinh vuong SW): [(1, j), a/2]

MGi dinh chta con tré tro téi dinh con biéu dién hinh vuéng con

twong Ung.

NW

NE

SW

SE

(1, J)

(i+a,j+a)
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Hinh 14.7. Pinh cay tir phan MX phéan chia hinh vuong
ma no6 biéu dién thanh bon hinh vudéng con

Géc cay (dinh & mirc 0) biéu dién mién hinh vudng véi canh 1a 2~
Céac dinh & mac 1 biéu dién cac mién hinh vudng con vodi canh la okt
Cac dinh & mirc k biéu dién cac hinh vudng véi canh 14 1. Cac diém dir lidu
(x,y), chéng han cac diém A, B, C, D, E trong hinh 14.6, dugc xem la biéu
dién cac 6 vuong [(X, y), 1] va do do dugce luu gitr trong cac dinh ¢ muc k
(cac dinh 13). V1 du, cac diém A(l, 2), B(2, 2), C(1, 0), D(2, 3), E(0, 1) trén
luéi 6 vudng 2° x 22 ( k = 2) hinh 14.6 dugc biéu dién boi cdy tir phan MX
hinh 14.8, trong do6 cac con trd theo thir tu tu trai sang phai la NW, NE, SE,
SW.

[ ] [ ] [ ) [ ) [ ) \\ [ ) [ )
A, 2) D(2, 3) B(2,2) E(0, 1) C(1,0)

Hinh 14.8. Cay tir phan MX biéu dién cic diém
A, B, C, D, E trén lwéi hinh 14.6

Nhu vay, dic diém cua cdy ti phan MX 1a: cay tr phan MX biéu dién
tap diém dit liéu trén ludi 25 x 2" 1a cay tir phan c6 dg cao k, tat ca cac dinh
14 déu nam trén cuing mot mirc (muc k) va cac diém dit liéu chi chta trong
cac dinh la.

Phép toan tim kiém va xen trén cay ti phan MX dugc tién hanh theo
cung mot phuong phap. Ching ta xét phep toan xen. Gia sur ta can xen vao
cdy ban dau rong cac diém A, B, C, D, E trén ludi hinh 14.6. Trudce hét ta
xen vao cay diém A(1, 2). Tao ra gdc cdy biéu dién hinh vuong [(0, 0), 2],
né chia hinh vudng nay thanh bdn hinh vudng con, diém A nam trong hinh
vudéng NW. Tao ra dinh con NW cua gbc biéu dién hinh vuong [(0, 1), 2],
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dinh nay lai chia hinh vuéng thanh bng hinh vudng con véi canh 1a 1. Diém
A nam & hinh vuong con NE, ta cho con tré NE tir dinh do tré t61 mot dinh
1a chtra diém A, ta c6 cdy hinh 14.9a. Bay gio ta xen vao ciy d6 diém B(2,
2). Biém B nam trong hinh vudng con NE cua hinh vudng dugc biéu dién
boi gde. Tao ra dinh con NE cua gdc biéu dién hinh vuong [(1, 1), 2], dinh
nay lai cia hinh vudng thanh bdn hinh vudng con vé6i canh 1a 1. Piém B nam
trong hinh vuong con SW, va do do6 con tré SW cua dinh do s€ tré té1 mot
dinh 14 chira diém B, ta nhan duoc cay hinh 14.9b. Tiép tuc, ta xen vao cay
hinh 14.9b diém D(2, 3). Piém D nam trong hinh vuéng con NE cta hinh
vudng tmg voi gbe. Di theo con tro NE toi dinh biéu dién hinh vudng con
d6, tc hinh vudng [(1, 1), 2]. Piém D lai ndm trong hinh vuéng NW, tirc
hinh vuéng [(2, 3), 1], va do d6 ta cho con tro NW cua dinh do tro toi mot
dinh 14 chta diém D, ta nhin duoc cdy hinh 14.9¢c. Tuwong tu xen tlep cac
dinh con lai C, E ta c6 cay két qua nhu trong hinh 14.8. Ta ¢6 nhan xét rang,
néu ta xen cac diém A, B, C, D, E theo mot thtr ty khac bat ky thi ta ciing
nhan dugc cay hinh 14.8.

[ ] [ ] [ ] | - \ [ ] [ ]
A(L,2) A(L,2) B(2,2)
(a) (b)
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[ ) [} [} // [} [} \\
A(1,2) D(2,3) B(2,2)
()

Hinh 14.9. (a) Xen vao ciy rong Qiém A.
(b) Xen vao cay (a) di§m B.
(c) Xen vao cay (b) dieém D.

Phép toan loai. Phép toan loai trén cay tor phan MX duogc thuc hién
kha don gian. Trudc hét ta can luu ¥ dén tinh chat cua cdy t phan MX: tat
ca cac dinh 1a déu nam trén cing mot mac (mic k) va chi cac dinh 14 méi
chtra cac diém dir liéu. Khi thuc hién phép loai, chiing ta phai dam bao cay
sau khi loai vAn con thoa méan tinh chat d6. Thu tuc loai khoi cay tir phan
MX moét dinh chira diém (x, y) 12 nhu sau. Tim dinh 14 chtra diém (x, y), gia
str d6 1a dinh P. Gia sir cha cua dinh P 1a dinh Q. Dé loai dinh P, ta chi can
dit con tro trong dinh Q trod t&i P bang NULL va thu hoi ving nhé cia dinh
P. Sau d6 kiém tra, néu dinh Q con chira con tré khac NULL thi khong can
lam gi nita, néu bdn con tré trong Q déu 1a NULL, tic Q tr¢ thanh dinh la,
thi ta lai loai dinh Q. Lép lai qua trinh trén, truong hop x4u nhat qua trinh
trén dan ta toi xem xét goc cdy co 1a dinh 14 hay khong.

Vi duy, xét cay hinh 14.8. Dé loai dinh B, ta chi can dit con tré6 SW
trong dinh cha ciia B bang NULL. Nhung néu loai dinh A thi cha cua dinh A
tro thanh la, va do do ta phai loai tiép dinh d6 bang cach dat con tro6 NW
trong dinh gdc bang NULL.

Phép toan tim kiém pham vi trén cdy t&r phan MX dugc tién hanh
tuong tu nhu trén cdy tir phan. Can chu ¥ rang, cdy tir phan va ciy tir phan
MX khéc nhau & chd, trong cdy tir phén tat ca cc dinh déu chira dit liéu, con
trong cdy tr phan MX thi chi cac dinh 14 (cac dinh & muc k) méi chua dir
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liéu. Vi vay, viéc tim cac diém dit liéu trén cay tir phan MX nam trong pham
vi hinh tron C duoc tién hanh nhu sau. Ta xem xét cac dinh cua cay bat dau
tor dinh géc gia st dinh dang xem x¢ét la P. Néu hinh vuéng ma P biéu dién
khong cat hinh tron C thi ta khong can xem xét tiép cac dinh thudc cay con
goc P. Con néu hinh vudng tmg véi dinh P cit hinh tron C thi ta xem xét tiép
bdn dinh con (néu c6) cua P, va trong trudng hop cac dinh con cua P 1a dinh
14 thi ta kiém tra xem céc diém chira trong cac dinh 14 d6 c6 nam trong hinh
tron C hay khong. Thuat toan tim kiém pham vi trén cdy t& pAn MX duoc
mo ta dudi dang ham dé quy nhu sau, trong d6 T 1 con tro tro téi gbe cay.

RangeSearch (T, C)
{
if (Hinh vudng duoc biéu dién basi dinh T khong cat C)
return ;
else if (Pinh T ¢ muc <k - 1)
{
RangeSearch (T = NW-pointer, C) ;
RangeSearch (T = NE-pointer, C) ;
RangeSearch ( T = SE-pointer, C) ;
RangeSearch (T - SW-pointer, C) ;
}
else if (Pinh T & muc k — 1)
{
Kiém tra xem cac diém nam trong cac dinh con cua T ¢co6
nam trong hinh tron C hay khong, néu c6 thi in ra.
}
}

Dé dang thay rang, cac phep toan tim kiém, xen, loai trén cay tr phan
MX biéu dién tap diém trén ludi 2 x 25 doi hoi thoi gian O(k), trong dokla
do cao cua cdy, va ¢ thé chi ra rang phép toan tim kiém pham vi can thoi
gian 0(2 + m), trong do m 1a s6 diém ndm trong hinh tron.
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CHUONG 15

PHAN TiCH THUAT TOAN

V6i mot van dé dit ra co thé co nhiéu thuét toan giai, chéng han
nguoi ta di tim ra rat nhiéu thuat toan sap xép mot mang dir liéu (chung ta s&
nghién ctru cac thudt toan sip xép nay trong chuong 17). Trong cic trudng
hop nhu thé, khi can str dung thuat toan nguoi ta thuodng chon thuét todn cé
thoi gian thuc hién it hon céac thuat toan khac. Mat khéc, khi ban dua ra mdt
thuét toan dé giai quyét mot van dé thi mot cau hoi dit ra 13 thuat toan do co
¥ nghia thuc té khong? Néu thuat toan d6 c6 thoi gian thuc hién qua 16n
chang han hang nim, hang thé ky thi duong nhién khong thé dp dung thuat
toan nay trong thyuc t&. Nhu vay chung ta cin danh gia thoi gian thyc hién
thuat toan. Phan tich thuat toan, danh gia thoi gian chay cua thuat toan Ia
mot linh vyc nghién clru quan trong cuia khoa hoc may tinh. Trong chuong
nay, chung ta s€ nghién ctru phuong phap danh gia thoi gian chay cta thuéat
toan bang cach str dung ky hiéu 6 16n, va chi ra cach danh gia thoi gian chay
thuat toan bang ky hiéu 6 16n. Trude khi di téi muc tiéu trén, ching ta s&
thao luan ngan gon mot sé van dé lién quan dén thuat toan va tinh hiéu qua

cua thuat toan.
151 THUAT TOAN VA CAC VAN PE LIEN QUAN

Thuit toan duoc hiéu 13 sy dic ta chinh xdc mdt diy cac buwéc cé
thé thuc hién dwoe mét cach may méc dé giai quyét mot van dé. Can nhan
manh rrfmg, mdi thuat todn c6 mot dir liéu vao (Input) va mot dir liéu ra
(Output); khi thyuc hién thuat todn (thuc hién cac budc da mo ta), thuat toan

can cho ra cac dit li¢u ra tuong rng vdi cac dit li€u vao.

Biéu dién thuit toan. Dé dam bao tinh chinh x4c, chi c¢6 thé hiéu mot

cach duy nhat, thuat toan can dugc mé ta trong mot ngdn ngir lap trinh thanh
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mot chuong trinh (hodc mot ham, mot thu tuc), tic 1a thuat toan can duoc
md ta dudi dang mé (code). Tuy nhién, khi trinh bay mot thuat toan dé cho
ngin gon nhung van dam bao du chinh xac, nguoi ta thudng biéu dién thuat
toan dudi dang gia mi (pseudo code). Trong cach biéu dién ndy, nguoi ta
st dung cac cau lénh trong mot ngdn ngtr 1ap trinh (pascal hoac C++) va ca
cac ky hiéu toan hoc, cac ménh dé trong ngdn ngir tu nhién (tiéng Anh hodc
tiéng Viét chéng han). T4t ca cac thuit toan dugc dua ra trong sach nay déu
dugc trinh bay theo cach ndy. Trong mét sb truong hop, dé ngudi doc hiéu
dugc v twong khai quat cia thuat toan, ngudi ta co thé biéu dién thuat toan

dudi dang so dd (thuong duoc goi 1a so d6 khéi).

Tinh dung dian (correctness) cua thuit toan. Doi hoi trudc hét dbi
vo1 thuat toan 1a n6 phai dang dén, tire 12 khi thuc hién n6 phai cho ra cac dir
liéu ma ta mong mudn twong Gng véi cac dir liéu vao. Chang han néu thuat
toan duoc thiét ké dé tim udc chung 16n nhat ctia 2 sé nguyén duong, thi khi
dua vao 2 s6 nguyén duong (dir liéu vao) va thyc hién thuat toan phai cho ra
mot s6 nguyén dwong (dit lidu ra) 1a wéc chung 16n nhat cia 2 sd nguyén do.
Chung minh mdt cach chit ch& (bang toan hoc) tinh ding dan cta thuit toan
13 mot cong viée rat khé khan. Tuy nhién d6i véi phan 16n cac thuét toan
dugc trinh bay trong sach ndy, chung ta co thé thdy (bang cach lap luan
khong hoan toan chit ché) cac thuat toan do6 1a dung dan, va do d6 chung ta

khong dua ra chirng minh chat ché bang toan hoc.

Mot tinh chat quan trong khac cua thuat toan 1a tinh hiéu qua
(efficiency), ching ta s€ thdo luan vé tinh hiéu qua cua thuat todn trong
muc tiép theo.

Pén day ching ta c6 thé dat cau hoi: co phai dbi voi bat ky van dé nao
cling c¢6 thuat toan giai (c6 thé tim ra 1i giai bang thuat toan)? cau tra 10i 1a
khong. Ngudi ta dd phat hién ra mot s6 van dé khong thé dua ra thuat toan
dé giai quyét nd. Cac van dé d6 duoc goi 1a cac van dé khong giai dwoc

bang thuat toan.
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152 TINH HIEU QUA CUA THUAT TOAN

Nguoi ta thuong xem xét thudt todn, lya chon thuat toan dé ap dung

dua vao cac ti€u chi sau:
1. Thuat toan don gian, dé hiéu.
2. Thuat toan dé cai dat (dé viét chuong trinh)
3. Thuét toan can it bo nhd
4. Thuat toan chay nhanh

Khi cai dat thuat toan chi dé sir dung mot s6 it lan, nguoi ta thuong
lga chon thuiat toan theo ti€u chi 1 va 2. Tuy nhién, c6 nhitng thuat toan
duogc su dung rat nhiéu 1an, trong nhiéu chuong trinh, chéng han cac thuat
toan sép xép, cac thuét toan tim kiém, cac thuat toan dd thi... Trong cac
truong hop nhu thé ngudi ta lya chon thuat toan dé st dung theo tiéu chi 3
va 4. Hai ti€u chi nay dugc noi toi nhu 1a tinh hi¢u qua cua thuat toan. Tinh
hiéu qua cua thuat toan gém hai yéu t6: dung luong bd nhd ma thuat toan
doi hoi va thoi gian thyc hién thuat toan. Dung luong b nhé gom bd nhé
dung dé Iuu dit liéu vao, dir liéu ra, va cac két qua trung gian khi thuc hién
thuat toan; dung lugng bd nhd ma thuat todn doi hoi con dugc goi la do
phirc tap khong gian cia thudt todn. Thoi gian thyc hién thuat toan dugc
noi t61 nhu 1a thoi gian chay (running time) hodc d¢ phirc tap thoi gian
cua thuat todn. Sau nay ching ta chi quan tam t&1 danh gid thoi gian chay

cua thuat toan.

Pénh gia thoi gian chay cia thuét toan bang cach nao? Vai cach tiép
can thuc nghiém chung ta co thé cai dat thuat toan va cho chay chuong trinh
trén mot may tinh nao dé voi mdt s6 dir liéu vao. Thoi gian chay ma ta thu

duoc s€ phu thudc vao nhi€u nhan to:
e KV nang ctuia ngudi lap trinh

e Chuong trinh dich
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e Tbc do thuc hién cac phép toan ctia may tinh
e Dir li€u vao
Vi vay, trong céch tiép can thuc nghiém, ta khong thé noéi thoi gian
chay cua thuat toan la bao nhi€u don vi thoi gian. Chéng han cau no1 “thoi
gian chay cua thuét toan 1 30 gidy” 1a khong thé chdp nhan dugc. Néu c6
hai thuét toan A va B gidi quyét cing mot van dé, ta ciing khong thé ding
phuong phéap thuc nghiém dé két luan thuat toan nao chay nhanh hon, bé1 vi

ta mo&i chi chay chuong trinh véi mot so6 dir liu vao.

Mot cach tiép can khac dé danh gia thoi gian chay cua thuat toan la
phuong phap phén tich sir dung cac cong cu toan hoc. Chung ta mong mudn
6 két luan vé thoi gian chay cua mot thuat todn ma n6 khong phu thudc vao
su cai dat cua thuat toan, khong phu thudc vao may tinh ma trén dé thuat

toan duoc thuc hién.

Dé phan tich thuit toan ching ta cn st dung khai niém ¢& (size) cta
dir li¢u vao. Cd cua dir liéu vao dugc xac dinh phu thudc vao tung thuat
todn. Vi duy, trong thudt todn tinh dinh thic cia ma trdn vuong cép n, ta co
thé chon ¢& cua dit liéu vao 1a cép n cua ma tran; con d6i vai thuat toan sép
xép mang c& n thi ¢& cta dir lidu vao chinh 14 ¢& n cia mang. Puong nhién
1a c6 vo s dit lidu vao cing mot c¢d. Noi chung trong phan 16n cac thuat
toan, c¢& cua dir lidu vao 12 mot s6 nguyén duong n. Thoi gian chay cia thuat
toan phu thudc vao ¢ cua dir 1i€u vao; chéng han tinh dinh thirc cia ma tran
cap 20 doi hoi thoi gian chay nhiéu hon tinh dinh thic ctia ma tran cép 10.
Noi chung, cd cua dir li€u cang 16n thi thoi gian thyc hién thuat todn cang
16n. Nhung thoi gian thuc hién thuat toan khong chi phu thude vao cd cua
d 1iéu vao ma con phu thudc vao chinh dir li€u vao.

Trong s6 cac dit lidu vao cung mdt ¢, thoi gian chay cua thuat toan
cling thay d6i. Chang han, xét bai toan tim xem ddi tuong a c6 mit trong
danh sach (a;_, a; _a,) hay khong. Thuat toan dugc st dung 1a thuat toan

tim kiém tuan tu: Xem xét lan lugt ting phan tr ctia danh sach cho t6i khi
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phat hién ra doi tuong can tim thi dung lai, hodc di hét danh sach ma khong
gip phan tir nao bang a. O ddy ¢& cta dit lidu vao 1a n, néu mot danh sach
v6i a 12 phan tir dAu tién, ta chi cAn mot 1an so sanh va day 1a truong hop tot
nhit, nhung néu mot danh sdch ma a xuét hién & vi tri cubi cung hodc a
khong c6 trong danh séach, ta can n 1an so sanh a véi tung a; (1=1,2,...,n),
truong hop nay 1a trudng hop xau nhét. Vi vy, ching ta can dua vao khai
niém thoi gian chay trong trudng hop x4u nhét va thoi gian chay trung binh.

Thoi gian chay trong truwdong hop xiu nhit (worst-case running
time) cua mot thuat toan 1a thoi gian chay 16n nhét cua thuat toan do6 trén tat
ca cac dir li¢u vao cung c¢d . Ching ta s€ ky hi¢u thoi gian chay trong truong
hop x4u nhit 1a T(n), trong d6 n 14 ¢& cta dit liéu vao. Sau nay khi néi toi
thoi gian chay cia thudt toan ching ta can hiéu do6 14 thoi gian chay trong
truong hop xau nhat. St dung thoi gian chay trong truong hop xau nhét dé
biéu thi thoi gian chay cua thuat toan cé nhiéu vu diém. Trude hét, ndé dam
bao rang, thuat toan khong khi ndo tiéu tén nhiéu thoi gian hon thoi gian
chay d6. Hon nita, trong cac ap dung, truong hop x4u nhat ciing thuong

Xxuyeén xay ra.

Chung ta xac dinh thoi gian chay trung binh (average running time)
ctia thuat toan 1a s trung binh cong cua thoi gian chay cua thuét toan do trén
tat ca cac dir liéu vao cing c¢& n. Thoi gian chay trung binh cta thut toan sé
duoc ky hiéu 1a Ty(n). Panh gia thoi gian chay trung binh cua thuat toan 1a
cong viéc rat kho khan, can phai s dung céc cong cu cia xac suét, théng ké
va can phai biét duoc phan phdi xac suit cua cac dir liéu vao. Rat kho biét
dugc phan phdi xac sudt cua cac dit lidu vao. Cac phan tich thuong phai dua
trén gia thiét cac dir liéu vao c6 phan phdi xac suat déu. Do d6, sau ndy it khi
ta danh gia thoi gian chay trung binh.

Dé c6 thé phan tich dua ra két luan vé thoi gian chay cua thuat toan
doc lap véi su cai dat thuat toan trong mdt ngdn ngilr 1ap trinh, doc 1ap voi
may tinh duoc sir dung dé thuc hién thuat todn, ching ta do thdi gian chay
ciia thuit toan béi sé phép toin so cip cin phai thye hién khi ta thyc
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hién thuat toan. Can chi ¥ rang, cic phép toan so cap 1a cac phép todn sb
hoc, cac phép toan logic, cac phép todn so sanh,..., nodi chung, cac phép toan
SO cép can duoc hiéu 13 cac phép toan ma khi thuc hién chi doi héi mot thoi
gian ¢ dinh ndo d6 (thoi gian nay nhiéu hay it 1a phu thudc vao tdc do cua
may tinh). Nhu vy ching ta xac dinh thoi gian chay T(n) 1a s6 phép toan so
cép ma thuat toan doi hoéi, khi thuc hién thuat toan trén dir liéu vao cd n.
Tinh ra biéu thirc mé ta ham T(n) dugc xac dinh nhu trén 1a khong don gian,
va biéu thirc thu dugc co thé rat phirc tap. Do d6, chung ta s& chi quan tim
toi toe dd ting (rate of growth) ctia ham T(n), tic 13 téc do ting cua thoi
gian chay khi ¢& dir li€u vao tang. Vi du, gia su thoi gian chay cua thuat toan
1a T(n) = 3n”>+ 7n + 5 (phép toan so cap). Khi c¢& n ting, hang thic 3n® quyét
dinh téc d6 ting ciia ham T(n), nén ta c6 thé bo qua cac hang thirc khac va
c6 thé noi rang thoi gian chay cua thuat toan ti 1& véi binh phuong cia c& dit
lidu vao. Trong muc tiép theo chung ta s& dinh nghia ky hiéu 6 16n va sir

dung ky hiéu 6 16n dé biéu dién thoi gian chay cua thuat toan.
15.3 KY HIEU O LON VA BIEU DIEN THOI GIAN CHAY BOI
KY HIEU O LON
15.3.1 Dinh nghia ky hi€u 6 16m

Bay gid chung ta dua ra dinh nghia khai ni¢ém mdt ham 1a “6 16n” cua
mot ham khac.

Pinh nghia. Gia sir f(n) va g(n) 1a cac ham thyc khong am cua ddi s6
nguyén khong 4m n. Ta néi “f(n) 13 6 16n cua g(n)” va viét 1a

f(n) = O(g(n) )
néu ton tai cac hing sb duong ¢ va n, sao cho f(n) <= cg(n) véi moi n >= n,.

Nhu vay, f(n) = O(g(n)) c6 nghia 1a ham f(n) bi chan trén bdi ham
g(n) véi mot nhan tir hang nao d6 khi n du 16n. Muén chimg minh dugc f(n)
= O(g(n)), chiing ta can chi ra nhan tir hing ¢ , s6 nguyén duong ny va ching

minh dugc f(n) <= cg(n) vd1 moi n >= n,.
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Vi du. Gia sit f(n) = 5n° + 2n°+ 13n + 6 , ta co:

f(n) =5n’ + 2n°+ 13n+ 6 <= 5n’ + 20’ + 13n’ + 6n° = 261’
Bt déng thire trén dung véi moin>=1, vata co no= 1, ¢ = 26. Do do, ta c6
thé no6i f(n) = O(n’). Tong quéat néu f(n) 1a mot da thie bac k cia n:

f(n) = an®+ a.n*'+ ... +a;n+a, thi f(n) = O(nk)

Sau day chung ta dua ra mot s6 hé qua tir dinh nghia ky hiéu 6 16n, né
gitip chung ta hiéu rd ban chat ky hiéu 6 16n. (Luu ¥, cac ham ma ta ndi t6i
déu 1a cac ham thuc khong am cua ddi s6 nguyén duong)

e Néu f(n) = g(n) + gi(n) + ... + g(n), trong d6 cac ham gi(n)
(i=1,...,k) tang cham hon ham g(n) (tuc 1a g;(n)/g(n) --> 0, khi n-->0)
thi f(n) = O(g(n))

e Néu f(n) = O(g(n)) thi f(n) = O(d.g(n)), trong d6 d 1a hang sd
duong bat ky

e Néu f(n) = O(g(n)) va g(n) = O(h(n)) thi f(n) = O(h(n)) (tinh bic
cau)

Cac két luan trén d& dang dugc chung minh dya vao dinh nghia cua
ky hiéu 6 16n. Dén day, ta thiy rang, chang han néu f(n) = O(n?) thi f(n) =
O(75n%), f(n) = 0(0,01n%), f(n) = O(n*+ 7n + logn), f(n) = O®?)...., tirc 14 c6
v6 s6 ham 1a can trén (v6i mot nhan tir hing nao d6) cua ham f(n).

Mot nhan xét quan trong nita 1a, ky hi¢u O(g(n)) xac dinh mét tap hop
v6 han cac ham bi chan trén béi ham g(n), cho nén ta viét f{(n) = O(g(n)) chi
c6 nghia f(n) 12 mdt trong cac ham do.

15.3.2  Biéu dién thoi gian chay ciia thuit toan

Thoi gian chay cua thuat toan 1a mot ham cua cd dit liéu vao: ham
T(n). Chung ta s& biéu dién thoi gian chay cia thuat toan boi ky hiéu 6 16n:
T(n) = O(f(n)), biéu dién nay c6 nghia 1a thoi gian chay T(n) bi chan trén boi

ham f(n). Thé nhung nhu ta da nhan xét, mot ham c6 v6 sd can trén. Trong
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sO cac can trén cua thoi gian chay, chung ta s& 1y cén trén chat (tight

bound) dé biéu dién thoi gian chay cia thuat toan.
Pinh nghia. Ta n6i f(n) 13 can trén chit cia T(n) néu
e T(n)=0(f(n)), va
e Néu T(n) = O(g(n)) thi f(n) = O(g(n)).

No6i1 mdt cach khac, f(n) 1a can trén chat cua T(n) néu né 13 can trén
ctia T(n) va ta khong thé tim duoc mot ham g(n) 14 cin trén ctia T(n) ma lai

tang cham hon ham f(n).

Sau nay khi noi thoi gian chay cta thuat toan 1a O(f(n)), ching ta can

hiéu f(n) 14 can trén chat cta thoi gian chay.

Néu T(n) = O(1) thi diéu ndy c6 nghia 14 thoi gian chay cua thuit toan
bi chan trén b1 mot héng s6 nao do, va ta thudng noi thudt toan co6 thoi gian
chay héng. Néu T(n) = O(n), thi thoi gian chay cua thudt todn bi chan trén
bdi ham tuyén tinh, va do d6 ta noi thoi gian chay cua thuét toan 1a tuyén
tinh. Cac cép do thoi gian chay cua thuat toan va tén goi ciia ching dugc liét

ké trong bang sau:

Ky hi¢u 6 16n Tén goi
o(1) hang
O(logn) logarit

O(n) tuyén tinh
O(nlogn) nlogn

O(n%) binh phuong
O(n’) lap phuong
02" mil

D61 v6i mot thudt toan, chung ta s& danh gia thoi gian chay cua nd
thudc cép do nao trong cac cép do da liét ké trén. Trong bang trén, ching ta

da sép Xép cac cép do thoi gian chay theo thir tu tang dan, chéng han thuat
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toan c6 thoi gian chay 1a O(logn) chay nhanh hon thudt todn c6 thoi gian
chay 1a O(n),... Cac thuat toan c6 thoi gian chay la O(nk), voi k =1,2,3,...,
duoc goi la cac thuat toan thoi gian chay da thic (polynimial-time
algorithm). Pé so sanh thoi gian chay ctia cac thudt toan thoi gian da thic va

cac thuat toan thoi gian mii, ching ta hay xem xét bang sau:

Thoi | Co dir liéu vao

gian | 10 20 30 40 50 60

chay

n 0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0,00006
gidy gidy gidy gidy gidy gidy

n’ 0,0001 0,0004 0,0009 0,0016 0,0025 0,0036
giay gidy giay giay giay gidy

n’ 0,001 giay | 0,008 giay | 0,027 giay | 0,064 gidy | 0,125 gidy | 0,216 giay
n 0,1 giay 3,2 giay 243 giay | 1,7 phut 5,2 phut 13 phut

2" 0,001 gidy | 1,0 gidy | 17,9 phat | 12,7 ngdy |35,7nam | 366 thé ky
3" 0,059 gidy | 58 phtit | 6,5nam | 3855 2.10% 1,3. 10"
thé ky thé ky thé ky

Trong bang trén, ta gia thiét ring mdi phép toan so cdp can 1 micro
giay dé thuc hién. Thuat toan co thoi gian chay n’, voi ¢& dit liéu vao n = 20,
né doi hoi thoi gian chay 1a 20°x10° = 0,004 gidy. Pi voi cac thut toan
thot gian mii, ta théy réng thoi gian chay cua thudt toan la chép nhan duoc
chi véi cac dit liéu vao c6 ¢ rat khiém tén, n < 30; khi ¢& di liéu vao tang,
thoi gian chay cua thudt toan ting I1én rat nhanh va trd thanh con sé khong
10. Chang han, thuat toan v&i thoi gian chay 3", dé tinh ra két qua véi dit liéu
vao ¢& 60, nd doi hoi thoi gian 1a 1,3x10" thé ky! Dé thay con sd ndy khong
16 dén muc nao, ta hdy lién tudng téi vu nd “big-bang”, “big-bang” duoc
woc tinh 13 xay ra cach day 1,5x10° thé ky. Chung ta khong hy vong co thé

ap dung cac thuat toan c6 thoi gian chay mii trong twong lai nhd ting toc do

397



may tinh, béi vi khong thé ting tbc d6 may tinh 1én mai dugc, do su han ché
cia cac quy luat vat 1y. Vi vay nghién ctru tim ra cac thuat toan hi¢u qua
(chay nhanh) cho cic van dé c6 nhiéu ing dung trong thuc tién luén ludn 1a

sy mong mudn cta cac nha tin hoc.
154  DPANH GIA THOI GIAN CHAY CUA THUAT TOAN

Muc ndy trinh bay cac k¥ thuat dé danh gia thoi gian chay cia thuat
toan boi ky hiéu 6 16n. Can luu ¥ rang, danh gia thoi gian chay cua thuét
todn la cong viéc rat kho khan, dic biét 1a ddi véi cac thuat toan dé quy. Tuy
nhién céac k¥ thudt dua ra trong muc nay cho phép danh gia dugc thoi gian
chay cua hau hét cac thuit toan ma ta gap trong thuc té. Trude hét chung ta
can biét cach thao tac trén cac ky hiéu 6 16n. Quy tic “cong cac ky hiéu 6

16n” sau day duoc st dung thudng xuyén nhat.
15.4.1  Luit tong

Gia st thuat toan gém hai phﬁn (hodc nhiéu phﬁn), tho1 gian chay cua
phan dau 1 T,(n), phan sau 1 T,(n). Khi d6 thoi gian chay cta thuat toan 13
Ti(n) + T,(n) s€ dugc suy ra tir sy danh gid cua T(n) va T,(n) theo luat sau:

Luit tong. Gia sit T;(n) = O(f(n)) va T»(n) = O(g(n)). Néu ham f(n)
tang nhanh hon ham g(n), tirc 1a g(n) = O(f(n)), thi T (n) + T,(n) = O(f(n)).

Luat nay dugc chiing minh nhu sau. Theo dinh nghia ky hi¢u 6 16n, ta

tim duoc cac héng s6 ¢, ¢, C3 VA 0y, Ny, 13 S20 cho
Ti(n) <=cf(n) voin>=n,
To(n) <= c,g(n) véin>=n,
g(n) <=csf(n) voin>=n;

bit ny= max(ny, n,, n3). Khi d6 v61 moi n >= n,, ta co
Ti(n) + Tr(n) <= cf(n) + crg(n)

<= ¢if(n) + cyc3f(n) = (c1+ €3 ¢3)f(n)

398



Nhu vay voi ¢ = ¢y + ¢, ¢3 thi
Ti(n) + To(n) <= cf(n) v61 moi n >=n,

Vi du. Gia sir thuat toan gdm ba phan, thoi gian chay cua timg phan
duge danh gia 1a T (n) = O(nlogn), To(n) = O(n®) va T3(n) = O(n). Khi d6
thoi gian chay ctia toan bo thuat toan 1a T(n) = Ty(n) + To(n) + Ts(n) = O(n?),

vi ham n® ting nhanh hon cac ham nlogn va n.
15.4.2 Thoi gian chay cia cac Iénh

Céc thuat todn dugc dua ra trong sach nay s€ dugc trinh bay dudi
dang gia ma sir dung cac cau lénh trong C/C++. Dya vao luat tong, danh gia
thoi gian chay cua thuét toan duoc quy vé danh gia thoi gian chay cua timg

cau 1énh.
Thoi gian thyuc hién cac phép toan so cap 1a O(1).
1. Lénh gan
Lénh gan c6 dang
X = <biéu thirc>

Thoi gian chay cua 1énh gan 13 thoi gian thuc hién biéu thirc. Trudng
hop hay gdp nhét 1a biéu thtc chi chia cac phép toan so cap, va thoi gian
thuc hién no 1a O(1). Néu biéu thirc chira cac 10i goi ham thi ta phai tinh dén
thot gian thye hién ham, va do do trong truong hop nay thoi gian thuc hién
biéu thirc c¢6 thé khong 13 O(1).

2. Lénh lya chon
Lénh lya chon if-else co dang
if (<diéu kién>)
Iénh 1
else

1énh 2
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Trong do, diéu kién 1a mot biéu thirc can dugc danh gia, néu diéu kién ding
thi 1énh 1 dugc thuc hién, néu khong thi 1énh 2 dugc thuc hién. Gia s thoi
gian danh gia diéu kién 1a To(n), thoi gian thuc hién 1énh 1 1a Ty(n), thoi gian
thuc hién 1€nh 2 1a T,(n). Tho1 gian thuc hién 1énh lya chon if-else s€ 1a thoi
gian 16n nhat trong cac thoi gian To(n) + T (n) va To(n) + T;(n).

Truong hop hay gip 14 kiém tra diéu kién chi can O(1). Khi d6 néu
Ti(n) = O(f(n)), To(n) = O(g(n)) va f(n) tang nhanh hon g(n) thi thoi gian
chay cta Iénh if-else 1a O(f(n)); con néu g(n) ting nhanh hon f(n) thi 1énh
if-else can thoi gian O(g(n)).

Thoi gian chay cua Iénh Iya chon switch dugc danh gid tuong tu nhu
1énh if-else, chi can luu v réng, 1€nh if-else c6 hai kha nang lya chon, con
1énh switch co thé ¢ nhiéu hon hai kha ning lya chon.

3. Cac Iénh lap
Cac 1énh lap:
for, while, do-while

bé danh gia thoi gian thyc hién mot 1€nh 1dp, trudc hét ta can danh gia
sO tbi da céac 1an lap, gia str d6 1a L(n). Sau d6 danh gia thoi gian chay cua
mdi 1an lap, chu y réng thoi gian thuc hién than cia mét Iénh 13p & cac lan
1ap khéac nhau c6 thé khac nhau, gid su thoi gian thuc hién than 1énh lap &
lan thtr i (i=1,2,..., L(n)) 1a Ti(n). Mdi lan l3p, ching ta can kiém tra diéu
kién lap, gia sir thoi gian kiém tra 1a To(n). Nhu vay thoi gian chay cta 1énh
lap la:

Cong doan khé nhét trong danh gia thoi gian chay ciia mot 1énh lap 1a
danh gia s6 1an l1ap. Trong nhiéu Iénh 13p, dac biét la trong cac 1énh 1ap for,

ta ¢6 thé thdy ngay sb 1an lap tdi da 1a bao nhiéu. Nhung ciing khéng it cac
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1€nh lap, tur diéu kién lap dé suy ra s6 t6i da cac lan 1ap, can phai tién hanh
cac suy dién khong don gian.

Truong hop hay gip 13: kiém tra diéu kién lap (thong thuong 1a danh
gid mot biéu thirc) chi can thoi gian O(1), thoi gian thyc hién cac lan lap 1a
nhu nhau va gia st ta danh gia duoc 1a O(f(n)); khi d6, néu danh gia duoc sb
lan 1ap 1a O(g(n)), thi thoi gian chay cta 1énh 13p 1a O(g(n)f(n)).

Vi du 1. Gia sir ta c6 mang A cac sO thuc, ¢ n va ta can tim xem
mang ¢ chira s6 thuc x khong. Diéu d6 co thé thyc hién bsi thuat todn tim
kiém tuan ty nhu sau:

(I i=0;

(2) while i<n && x!=AJi])

(3) it

Lénh gan (1) c¢6 thoi gian chay 1a O(1). Lénh lap (2)-(3) c6 sb téi da
cac 1an lip 1a n, d6 1a trudong hop x chi xuat hién & thanh phan cudi cing cua
mang A[n-1] hodc x khong c6 trong mang. Than cta 1€nh 1ap 1a 1€nh (3) co
thoi gian chay O(1). Do do, 1é€nh 1dp co6 thoi gian chay 1a O(n). Thudt toan
gdém 1énh gan va 1énh l3p véi thoi gian 1a O(1) va O(n), nén thoi gian chay
cua noé la O(n).

Vi du 2. Thuat toan tao ra ma tran don vi A cép n;

(1) for(1=0;1<n; it+)

(2) for(=0;j<n;j++)

(3) Ali][j]1 =0;
(4) for(1=0;1<n;i++)
(5) Afi][i] = 1;

Thuét toan gém hai 1énh Idp for. Lénh lap for dau tién (cac dong (1)-
(3)) c6 than lai 1a mdt 1€nh 1dp for ((2)-(3)). S lan 1ap cua 1€nh for ((2)-(3))
1a n, than cta no 1a 1énh (3) c6 thoi gian chay 1a O(1), do do thoi gian chay
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ctia 1énh lap for nay 1a O(n). Lénh lap for ((1)-(3)) ciing c6 s 1an lap 14 n,
than ctia nd cd thoi gian da danh gid 1a O(n), nén thoi gian cua 1€nh 13p for
((1)-(3)) 1a O(n®). Tuong tu 1énh for ((4)-(5)) co thoi gian chay 1a O(n). Sir

dung luat tong, ta suy ra thoi gian chay cta thuat toan 1a O(n?).
155  PHAN TiCH CAC HAM PE QUY

Céac ham dé quy 13 cac ham co chtra 101 goi ham dén chinh né. Trong
muc nay, chung ta s& trinh bay phuong phap chung dé phan tich cac ham dé
quy, sau d6 s& dua ra mot s6 k¥ thuat phan tich mot s6 16p ham dé quy hay
gap.

Gia su ta ¢c6 ham d¢ quy F, thoi gian chay ctia ham nay 1a T(n), v6i n
la ¢& dir liéu vao. Khi d6 thoi gian chay cua cac o1 goi ham & trong ham F
s& 14 T(m) véi m < n. Trudc hét ta can danh gia thoi gian chay cia ham F
trén dir liéu c& nho nhat n = 1, gia st T(1) = a v6i a 13 mdt hing sé nao do.
Sau d6 bang cach danh gia thoi gian chay ciia cac cau 1énh trong than ciia
ham F, chiing ta s& tim ra quan hé dé quy biéu dién thoi gian chay ctia ham F
thong qua 161 goi ham, tirc 1a biéu dién T(n) thong qua cac T(m), véi m < n.
Chang han, gia st ham dé quy F chira hai 10i goi ham voi thoi gian chay
tuong Ung la T(m,) va T(m,), trong d6 m;, m, <n, khi d6 ta thu duoc quan
hé d¢ quy c6 dang nhu sau:

T(1)=1

T(n) = f(T(m,),T(my))

Trong d6, f 1a mot biéu thirc nao d6 cia T(m;) va T(m,). Giai quan hé dé
quy trén, ching ta s& danh gia duoc thoi gian chay T(n). Nhung can luu y
rang, giai cic quan hé dé quy la rat kho khan, ching ta s& dua ra ky thuat
giai cho mot s6 truong hop dic biét.

Vi du ( Bai toan thap Ha Noi). Co ba vi tri A, B, C. Ban dau & vi tri A
co n dia khac nhau duoc dat chéng 1én nhau theo thtr ty nhé dan, tac 13 dia

16n nhat ¢ dudi cing, dia nho nhat ¢ trén cung. Poi hoi phai chuyén n dia tir
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vi tri A sang vi tri B, dugc st dung vi tri C lam vj tri trung gian, mdi 1an chi
duoc phép chuyén dia trén cung & mat vi tri dat Ién dinh thap & vi tri khac,
nhung khong dugc dit dia to 1én trén dia nho hon.

A B C
Hinh 15.1. Trang thai ban dau ciia bai toan thap Ha Noi
Pé chuyén n dia tir vi tri A sang vi tri B ta lam nhu sau: dau tién
chuyén n-1 dia bén trén & vi tri A sang vi tri C, r6i chuyén dia 16n nhat & vi
tri A sang vi tri B, sau do chuyén n-1 dia ¢ vi tri C sang vi tri B. Viéc chuyén

n-1 dia ¢ vi tri ndy sang vi tri khac dugc thuc hién bang ap dung dé quy thu

truc trén
HanoiTower(n, A, B, C)
// chuyén n dia & A sang B.
{
if (n==1)
chuyén mot dia & A sang B;
else {
HanoiTower(n-1,A, C, B);
chuyén mot dia & A sang B;
HanoiTower(n-1, C, B, A);
j
h

Chung ta phéan tich ham dé quy HanoiTower. Chuyén mot dia & vi tri
nay sang vi tri khac 1a phép toan so cip, ky hiéu T(n) 1a sé 1an chuyén (s6
phép toan so cap) can thyc hién dé chuyén n dia & mot vi tri sang vi tri khac.

Xem x¢t than cia ham HanoiTower, ta ¢6 quan hé dé quy sau:
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T(1)=1

T(n)=2T(n-1) + 1
C6 thé tim ra nghiém thoa min quan hé dé quy trén bang cach suy dién quy
nap nhu sau. Véin=1,2,3taco T(1)=1=2"-1, TQ)=2T(1) + 1 = 3 =2
-1, T(3) = 2T(2) + 1 = 7 = 2°-1. Bang cach quy nap, ta chimg minh duoc
T(n) = 2"- 1. Nhu vay thoi gian chay ciia ham HanoiTower 1a O(2").

Mot truong hop hay gdp 1a: ham d¢ quy giai bai toan voi cd dir ligu
vao n chtra mot 161 goi ham giai bai todn d6 véi cd dir 1iéu vao n-1. Truong
hop nay din dén quan hé dé quy dang:

T(l)=a

T(n)=T(n-1) + g(n) véin>1
Trong d6, a 1a mot hing sé nao d6, con g(n) 1a sd phép toan so cip can thuc
hién dé dua bai toan ¢ n vé bai toan ¢ n - 1 va cac phép toan so cp can
thuc hién dé nhan duoc nghiém cua bai toan cd n tr nghi¢m cua bai toan co
n-1.

Ta c6 thé giai quan hé dé quy trén bang phwong phap thé 1ip nhu sau:

T(n) = T(n-1)+g(n)

T(n-2) + g(n-1) + g(n)
= T(n-3) + g(n-2) + g(n-1) + g(n)

= T(1) + g(2) + g(3) +...+ g(n)
= a +g(2)+gB)+..tgn)
Dén déy ta chi can danh gia tbng a + g(2) + g(3) +...+ g(n) boi ky hiéu 6
16m.
Vi du 2 ( Ham tinh giai thira ctia s6 nguyén duong n).

int Fact(int n)
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{

if(n==1)
return 1;
else return n * Fact(n-1);
¥

Gia str thoi gian chay cua ham 1a T(n), voin =1 ta c6 T(1) = O(1).
Véin > 1, ta can kiém tra diéu kién cta lénh if-else va thuc hién phép nhan
n v6i két qua cia 10i goi ham, do d6 T(n) = T(n-1) + O(1). Nhu viy ta c6

quan hé d¢ quy sau:
T(1) = 0O(1)
T(n) = T(n-1) + O(1) v6in> 1
Thay cac ky hiéu O(1) boi cac hing s6 dwong a va b tuong tng, ta c6
T(l)=a
T(n)=T(n-1)+b voin>1
Str dung cac phép thé T(n-1) = T(n-2) + b, T(n-2) = T(n-3) + b,..., ta co
T(n) =T(n-1)+b
=T(n-2) +2b
=T(n-3) + 3b

=T(1) + (n-1)b
=a+(n-1)b
Tu do, ta suy ra T(n) = O(n).

K¥ thuat thé 1ap con co thé dugc st dung dé gidi mot sb dang quan hé

dé quy khac, chiang han quan hé dé quy sau
T(l)=a
T(n) =2 T(n/2) + g(n)
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Quan hé dé quy nay duoc dan ra tir cac thuat toan dé quy duoc thiét ké theo
¥ tudng: giai quyét bai toan ¢ n duge quy vé giai quyét hai bai toan con c&
n/2. O day g(n) 1a cac tinh toan dé chuyén bai toan vé hai bai todn con va cac
tinh toan can thiét khac dé két hop nghiém ctia hai bai todn con thanh
nghi€ém cua bai toan da cho. Mot vi du dién hinh cua cac thuét toan duoc

thiét ké theo cach nay 1a thuét toan sip xép hoa nhap (MergeSort).

Chuing ta d3 xem xét mot vai dang quan hé dé quy don gian. Thuc té,
cac ham dé quy c6 thé dan t6i cac quan hé dé quy phure tap hon nhiéu; va co
nhirng quan hé dé quy rat don gian nhung tim ra nghiém ctia n6 ciing rat khé

khan. Chung ta khong di sau vao van dé nay.

BAI TAP

1. Sir dung dinh nghia ky hiéu 6 16n, chimg minh cic khang dinh sau:
a. n°= O(O,OOln3)
b. 18n*—3n’ +25n*— 17n+ 5 = O(n")
c. 2™10= 0(2 )
d. 2"+n’=0(2"
e. n'’=0(3"
f. logo,n =O(+/n)

2. Chtmg minh c4c khang dinh sau:

a. "=0(n")néua<b.

b. n* khong 12 O(n®) néu a>b.
(logn)* = O(n") v&i a va b 1a cac sb duong.
. n* khong 1a O((logn)®) véia>b > 0.

oo

3. Cho a va b la cac hang s6 dwong. Hiy ching minh ring f(n) =
O(log,n) néu va chi néu f(n) = O(logyn). Do d6 ta c6 thé bo qua co s6
khi viét O(logn).

4. Gia sir f(n) va g(n) 13 can trén chat cia T(n). Hiy chi ra rang, f(n) =
O(g(n)) va g(n) = O(f(n)).
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5. Hay cho biét c6 bao nhiéu phép so sanh cac dir liéu trong mang trong
1€nh 13p sau:
for(g=1;j<=n-1;j++)
{
a=j+1;
do { if (A[i] <A[j])
swap (A[i], A[j]);
1++;
}
while (i <= n)

¥

6. Hay tinh s6 1an 1ap cac 1énh trong {...} trong 1énh sau:
for(i=0;i<n;i++)
for(j=1+1;1i<=n;j++)
for(k=1;k<10; k++)
{ cac lénh };

7. DPanh gia thoi gian chay cua cac doan chuong trinh sau:
a. sum=0;
for(inti=0;i<n;i++)
for(intj=0;j<n;j++)
sum + +;

b. sum=0;
for (inti=0;i<n;i++)
for (intj=0;j<n*n;j++)
for(intk=0;k<j; k++)
sum + + ;

8. Danh gia thoi gian chay ciia ham dé quy sau:
int  Bart(int n)
// n nguyén duong

{
if(n==1)
return 1;
else {
result = 0;

for(inti=2;i<=n;i++)
result += Bart(i— 1),
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return result ;

}

9. Chung ta c6 thé tinh wdc chung 16n nhét cta hai s nguyén duong bai
ham d¢ quy UCLN(n, m):
int UCLN(int n, int m)
// n va m la nguyén duong va n > m
{
if (n% m==0)
return m;
else {
int k=n%m;
return UCLN(m, k);
b
b

Co cua dir liéu vao trong ham trén 1a n. Hay dénh gia thoi gian chay
cua ham d¢ quy trén.
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CHUONG 16

CAC CHIEN LUQC THIET KE THUAT TOAN

V&i mot van dé dit ra, 1am thé nao ching ta co thé dua ra thuat toan
giai quyét n6? Trong chuong nay, ching ta s& trinh bay cac chién luge thiét
ké thuat toan, con duoc goi 1a cac k¥ thuat thiét ké thuét toan. Mdi chién
lugce nay co thé ap dung dé giai quyét mot pham vi kha rong cac bai toan.
MG&i chién lugc c6 céac tinh chat riéng va chi thich hop cho mot sé dang bai
toan nao d6. Chung ta s& lan luot trinh bay cac chién lugc sau: chia-dé-tri
(divide-and-conquer), quy hoach dong (dynamic programming), quay lui
(backtracking) va tham an (greedy method). Trong mdi chién lugc chung ta
s& trinh bay y tudng chung ctia phuong phap va sau d6 dwa ra mot sb vi du

minh hoa.

Can nhan manh rang, ta khong thé 4p dung may mdc mot chién lugc
cho mdt van d€, ma ta phai phan tich k¥ van dé€. Cau trac cua van d€, cac dac

diém ctia vin dé s& quyét dinh chién lwoc c6 kha nang ap dung.
16.1 CHIA - PE - TRI

16.1.1 Phwong phap chung

Chién lugc thiét ké thuat toan dugc st dung rong rai nhét 1a chién
lugc chia-dé-tri. Y tuong chung cua k¥ thuat nay 13 nhu sau: Chia van dé can
giai thanh mot s6 van dé con cung dang véi van dé da cho, chi khac 1a c&
ctia chiing nhoé hon. M&i vin dé con duoc giai quyét doc 1ap. Sau do, ta két
hop nghiém cua céc van dé con dé nhan duoc nghi¢m cua van dé da cho.
Néu van dé con 1a di nho co thé dé dang tinh dugce nghiém, thi ta giai quyét
n6, néu khong van dé con duogc giai quyét bang cach ap dung dé quy tha tuc

trén (trc 1a lai ti€p tuc chia n6 thanh céc van dé con nho hon,...). Do d6, cac
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thuat toan duoc thiét ké béng chién lugc chia-dé-trj s& 1a cac thut toan dé
quy.
Sau day 1a lugc do cua k¥ thuat chia-dé-tri:

DivideConquer (A,X)
// tim nghiém x cua bai toan A.

{
if (A du nho)
Solve (A);
else {
Chia bai toan A thanh cac bai toan con
Al, Az,..., Am,
fori=1,1<=m;1++)
DivideConquer (A;, X;);
Két hop céac nghiém x; cua cac bai toan con A; (i=1, ..., m) dé
nhan dugc nghiém x cta bai toan A;

}

“Chia mOt bai toan thanh cac bai toan con” can dugc hiéu 1a ta thuc
hién cac phép bién ddi, cac tinh toan can thiét dé dwa viéc giai quyét bai toan
d3 cho vé viéc giai quyét cac bai toan con ¢& nho hon.

Thuét toan tim kiém nhi phan (xem muc 4.4.2) 1a thuat toan duoc thiét
ké duya trén chién lugc chia-dé-tri. Cho mang A ¢& n duoc sip xép theo thur
tu ting dan: A[0] < ... < A[n-1]. Véi x cho trudc, ta cAn tim xem x c6 chira
trong mang A hay khong, tic 1 ¢6 hay khong chi s6 0 <i<n-1 sao cho A[i]
= x. K§ thuat chia-dé-tri goi y ta chia mang A[0...n-1] thanh 2 mang con c&
n/2 1a A[0...k-1] va A[k+1...n-1], trong d6 k 1a chi s6 dimg giira mang. So
sanh x v6i A[k]. Néu x = A[k] thi mang A chira x va i = k. Néu khong, do
tinh duoc sap cia mang A, néu x < A[k] ta tim x trong mang A[0...k-1], con

néu x > A[k] ta tim x trong mang A[k+1...n-1].

Thuat toan Thap Ha No6i (xem muc 15.5), thuat toan sép xép nhanh
(QuickSort) va thuat toan sip xép hoa nhap (MergeSort) s& dugc trinh bay
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trong chuong sau ciing 1a cac thuat toan dugc thiét ké boi k¥ thuat chia-dé-
tri. Sau day chung ta dua ra mdt vi du don gian minh hoa cho k¥ thuat chia-
dé-tri.

16.1.2 Tim max va min

Cho mang A c& n, chiing ta can tim gia tri 1on nhat (max) va nho nhat
(min) ciia mang nay. Bai toan don gian nay c6 thé giai quyét bang cac thuat

toan khac nhau.

Mot thuét toan rat tu nhién va don gian 1a nhu nhau. Pau tién ta léy
max, min 13 gia tri dau tién A[0] cia mang. Sau d6 so sanh max, min voi
tung gia tri A[i], 1 <1 < n-1, va cap nhat max, min mdt cach thich ung.

Thuat todn nay dugc mo ta bdi ham sau:

SiMaxMin (A, max, min)
{
max = min = A[0];
for(i=1; 1<n,1++)
if (A[i] > max)
max = A[i];
else if (A[1] < min)
min = A[i];

Thoi gian thuce hién thuat toan nay duoc quyét dinh bai sé phép so
sanh x v&i cac thanh phan A[i]. SO lan lip trong 1énh lap for 13 n-1. Trong
truong hop xdu nhat (mang A duoc sip theo thir tr giam dan), mdi lan lap ta
can thuc hién 2 phép so sanh. Nhu vay, trong truong hop x4u nhét, ta can
thuc hién 2(n-1) phép so sanh, tirc 1a thoi gian chay cua thudt toan 1a O(n).

Bay gio ta ap dung k¥ thuat chia-dé-trj dé dua ra mot thuat toan khac.
Ta chia mang A[0..n-1] thanh cac mang con A[0..k] va A[k+1..n-1] v6i k =
[0/2]. Néu tim duoc max, min cua cic mang con A[0.k] va A[k+1..n-1], ta

de dang xac dinh dugc max, min trén mang A[0..n-1]. B¢ tim max, min trén
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mang con ta tiép tuc chia d6i ching. Qua trinh s& dimg lai khi ta nhan duoc
mang con chi c6 mdt hodc hai phan tir. Trong céc trudng hop nay ta xac dinh

duoc dé dang max, min. Do do, ta co thé dua ra thuat toan sau:

MaxMin (i, j, max, min)
// Bién max, min ghi lai gié tr1 1on nhét, nhé nhat trong mang A[i..j]
{
if i==))
max = min = A[i];
else if 1==j-1)
if (A[i] < A[j])

{
max = A[j];
min = A[i];
b
else {
max = A[i];
min = A[j];
h

else {
mid = (i+) / 2;
MaxMin (i, mid, max1, minl);
MaxMin (mid + 1, j, max2, min2);
if (max 1< max2)
max = max2;

else max = maxl;
if (minl < min2)

min = minl;
else min = min2;
}

Bay gio ta danh gia thoi gian chay cua thuét toan nay. Goi T(n) 1a s
phép so sanh can thyc hién. Khong kho khian thiy rang, T(n) duoc xac dinh
bo1 quan h¢ dé quy sau.

T(1)=0
TQ2) =1
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T(n) =2T(M/2)+2 véin>2
Ap dung phuong phép thé lap, ta tinh dugce T(n) nhu sau:

T(n) =2T0n/2)+2
=2’T(0n/2%) + 2>+ 2
=2’T(/2Y) +2°+ 2%+ 2
=2"T(n/2%) + 2X+ 2" +... +2
Véi k 1a s6 nguyén duong sao cho 2¥<n< ,tacod
T(n) =2"T(1) + 2" -2 =2"_2 <2(n-1)

Nhu vay, T(n) = O(n).

k+1
2

162 THUAT TOAN PE QUY

Khi thiét ké thuat toan giai quyét mot van dé bang k¥ thuat chia-dé-tri
thi thuét toan thu dugc 13 thuat toan dé quy. Thuét toan dé quy dugc biéu
dién trong cac ngdn ngit 14p trinh bac cao (chang han Pascal, C/C++) boi cac
ham dé quy: d6 13 cac ham chira cac 101 goi ham dén chinh né. Trong muc
nay chung ta s€ néu 1én cac dac diém cua thuét toan dé quy va phan tich hi¢u
quéa (vé khong gian va thoi gian) cia thuat toan dé quy.

Dé quy 12 mot k¥ thudt dic biét quan trong dé giai quyét van dé. Co
nhiing van dé rat phirc tap, nhung chiing ta c6 thé dua ra thuat toan dé quy
rat don gian, sang sua va dé hiéu. Can phai hiéu rd cac dic diém cua thuat
toan dé quy dé c6 thé dua ra cic thuat toan dé quy dang dén.

Giai thuat dé quy cho mot van dé can phai thoa man cac doi hoi sau:

1. Chira 1oi giai cho cac truong hop don gian nhat cua van dé. Cac
truong hop nay dugc goi 1a cac truong hgp co sé hay cac
truong hop dung.

2. Chira cac 10i goi dé quy giai quyét cac van dé con véi ¢& nho
hon.

3. Cac 1oi goi dé quy sinh ra cac 10i goi dé quy khac va vé tiém

ning cac 10i goi dé quy phai dan t&i cac trudng hop co so.

413



Tinh chét 3 1a dic biét quan trong, néu khong thoa man, ham dé¢ quy
s€ chay mai khong dung. Ta xét ham d€ quy tinh giai thira:
int  Fact(int n)

{
if (n =0)
return 1;
else
return n * Fact(n-1); // goi d¢€ quy.

Trong ham dé quy trén, truong hop co s 1a n = 0. Bé tinh Fact(n) can thuc
hién 15i goi Fact(n-1), 10i goi nay lai ddn dén 15i goi F(n-2)...., va cudi cing
dan t&i 161 goi F(0), tirc 1 dan t&i truomg hop co so.

DPé quy va phép lip. Dbi v6i mot van dé, co thé co hai cach giai: giai
thuat d¢é quy va giai thuat dung phép lap. Giai thuat d¢ quy dugc mo ta boi
ham d¢ quy, con giai thuat dung phép lap dugc mo ta bdi ham chira cac 1€nh
lap, dé phan biét voi ham dé quy ta s€ goi la ham lap. Chéng han, dé tinh

giai thira, ngoai ham dé quy ta c6 thé st dung ham lap sau:

int  Fact(int n)

{
if (n==0)
return 1;
else {
int F=1;
for(inti=1;i<=n;i++)
F=F*1i;
return F;
h
h

Uu diém nodi bat ctia dé quy so véi phép lap 1a dé quy cho phép ta dua

ra giai thuat rat don gian, d& hiéu ngay ca d6i véi nhitng van dé phuc tap.
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Trong khi d6, néu khong st dung dé quy ma dung phép lap thi thuat toan
thu dugc thuong 1a phirc tap hon, khé hiéu hon. Ta c6 thé thiy diéu d6 trong
vi du tinh giai thtra, hodc cac thudt toan tim kiém, xem, loai trén cay tim
kiém nhi phan (xem muc 8.4). Tuy nhién, trong nhiéu trudng hop, cac thuat

toan 1ap lai hiéu quéa hon thuat toan d¢ quy.

Bay gid' chung ta phan tich cic nhéan t6 c6 thé 1am cho thuat toan dé
quy kém hiéu qua. Trudc hét, ta can biét co ché may tinh thuce hién mot 1oi
goi ham. Khi gap mdt 101 goi ham, may tinh tao ra mdt ban ghi hoat dong
(activation record) & ngin xép thoi gian chay (run-time stack) trong bd nhd
clia may tinh. Ban ghi hoat dong chtra viing nhd cép cho cac tham bién va
cac bién dia phuong ciia ham. Ngoai ra, né con chtra cac thong tin dé may
tinh tré lai tiép tuc hién chuong trinh ding vi tri sau khi né da thuc hién
xong 161 goi ham. Khi hoan thanh thuc hién 161 goi ham thi ban ghi hoat

dong s& bi loai bo khoi ngan xép thoi gian chay.

Khi thyc hi¢n mot ham d¢ quy, mdt day céc 101 goi ham dugc sinh ra.
Hau qua 1a mot day ban ghi hoat dong duogc tao ra trong ngin xép thoi gian
chay. Can cha y rang, mot 1oi goi ham chi duoc thuc hién xong khi ma céc
161 goi ham ma né sinh ra da dugc thyc hién xong va do do rat nhiéu ban ghi
hoat dong ddng thoi ton tai trong ngin xép thoi gian chay, chi khi mét 1oi
goi ham dugc thuc hién xong thi ban ghi hoat dong cép cho n6é moi duoc
loai ngan xép thoi gian chay. Chang han, xét ham dé quy tinh giai thira, néu
thuc hién 101 goi ham Fact(5) s& dan dén phai thuc hién cac 101 hoi ham
Fact(4), Fact(3), Fact(2), Fact(1), Fact(0). Chi khi Fact(4) da duoc tinh thi
Fact(5) méi dugc tinh, ... Do d6 trong ngin xép thoi gian chay s& chta cac

ban ghi hoat dong nhu sau:

Ban ghi hoat dong cho Fact(5)

Ban ghi hoat dong cho Fact(4)

Ban ghi hoat dong cho Fact(3)

Ban ghi hoat dong cho Fact(2)

Ban ghi hoat dong cho Fact(1)
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Trong d6, ban ghi hoat dong cdp cho 10i goi ham Fact(0) & dinh ngin
xép thoi gian chay. Khi thuc hién xong Fact(0) thi ban ghi hoat dong cap cho

n6 bj loai, roi ban ghi hoat dong cho Fact(1) bi loai,...

Vi véy, viéc thyc hién ham dé quy c6 thé doi hoi rat nhiéu khong gian
nhé trong ngin xép thoi gian chay, tham chi c6 thé vugt qua kha ning cta

ngan xép tho1 gian chay trong bd nhd ciia may tinh.

Mot nhan t6 khac 1am cho céac thuét toan dé quy kém hiéu qua 13 cac
161 goi d€ quy co thé dan dén phai tinh nghiém ctia cuing mot bai todn con rat
nhiéu 1an. S6 Fibonacci thtr n, ky hiéu 1a F(n), duoc x4c dinh dé quy nhu
sau:

F(l) =1

F2) =1

F(n) =F(n-1)+ F(n-2) v6i n>2

Do d6, ta c¢6 thé tinh F(n) boi ham dé quy sau.

int Fibo(int n)

{
if(n==1)//(n==2))
return 1;
else
return Fibo (n-1) + Fibo(n-2);
h

Pé tinh F(7), cac 10 goi trong ham dé quy Fibo dan ta dén phai tinh
cac F(k) voi k<7, nhu dugc biéu dién boi cay trong hinh dudi day; ching
han dé tinh F(7) can tinh F(6) va F(5), dé tinh F(6) can tinh F(5) va F(4), ...

F(7)
Fo)—  ——F()
FS)— T~ F@& FH— T FQ)
F(4) F(3) F(3) F(2) F(3) F(2) F(2) F(1)
F(3) F®2) F@2) F() F2) F(1) F(2) F(1)
—\
F(2) F(1)
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Tir hinh v& trén ta thdy rang, dé tinh duoc F(7) ta phai tinh F(5) 2 1an, tinh
F(4) 3 1an, tinh F(3) 5 lan, tinh F(2) 8 1an va tinh F(1) 5 1an. Chinh sy kién
dé tinh F(n) ta phai tinh cac F(k), v6i k<n, rat nhiéu 1an da lam cho ham d¢
quy Fibo kém hiéu qua. C6 thé danh gia thoi gian chay cua no 1a O(¢"),
trong d6 = (1 + +/5)/2.

Chung ta c6 thé dua ra thuat toan lip dé tinh day so Fibonacci. Y
tudng cla thudt toan 1 ta tinh 1an luot cac F(1), F(2), F(3), ..., F(n -2), F(n-
1), F(n) va st dung hai bién dé luu lai hai gid tri vira tinh. Ham 1ap tinh day

sO Fibonacci nhu sau:

int Fibol(int n)
{
if (n==1)//(n==2)
return 1;
else {
int previous = 1;
int current =1;
for(intk=3;k<=n;k++)
{

current + = previous;
previous = current — previous;

}

return current;

b

D& dang thay rang, thoi gian chay cta ham 1ip Fibol 1a O(n). Bé tinh
F(50) thuat toan lap Fibol can 1 micro gidy, thuat toan dé quy Fibo doi hoi
20 ngay, con dé tinh F(100) thuat toan lp can 1,5 micro gidy, trong khi

thuat toan dé quy can 10° nam!

Tuy nhién, ¢ rat nhiéu thuat toan dé quy ciing hiéu qua nhu thuat
todn lap, chéng han céc thuat toan dé quy tim, xem, loai trén cay tim kiém

nhi phan (xem muc 8.4). Cac thuat toan dé quy: sip xép nhanh (QuickSort)
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va sap xép hoa nhap (MergeSort) ma ching ta s& nghién ciru trong chuong

17 cling 14 cac thuat toan rat hiéu qua.

Trong muc 6.6 chung ta d3 nghién ctru k¥ thuat sir dung ngan xép dé
chuyén thuat toan dé quy thanh thuét toan lap. N6i chung, chi nén str dung

thuat toan dé quy khi ma khong c6 thuat toan 1p hi¢u qua hon.
16.3 QUY HOACH DONG

16.3.1 Phwong phap chung

K§ thuat quy hoach dong gidng k¥ thuat chia-dé-tri & chd ca hai déu
giai quyét van dé bang cach chia van dé thanh cic van dé con. Nhung chia-
dé-tri 1a k¥ thuat top-down, no tinh nghiém cta cac van dé con tir 16n téi
nhd, nghiém cua cac van dé con dugc tinh doc lap bﬁng dé quy. DPéi lap,
quy hoach dong 1a k¥ thuat bottom-up, tinh nghi¢m ctia cac bai toan tir nho
dén 16n va ghi lai cac két qua di tinh dugc. Khi tinh nghiém cua bai toan 16n
thong qua nghiém cta cic bai toan con, ta chi viée sir dung cac két qua da
duogc ghi lai. Piéu d6 giup ta tranh dugc phai tinh nhiéu 1an nghiém cta ciing
mot bai toan con. Thuat toan duoc thiét ké bang k¥ thuat quy hoach dong s&
1a thuat toan lap, trong khi thuat toan duogc thiét ké bang k¥ thuat chia-dé-tri
la thuat toan d¢ quy. Dé thuén tién cho viéc sir dung lai nghiém cua cac bai
toan con, ching ta luu lai cac nghiém da tinh vao mot bang (thong thuong la

mang 1 chiéu hodc 2 chiéu).

Tom lai, dé giai mot bai toan bang quy hoach dong, chung ta can thuc

hién cac budc sau:
e Dua ra cach tinh nghi€ém ctia cac bai toan con don gian nhat.

e Tim ra cac cong thirc (hodc cac quy tic) xay dung nghiém cia

bai todn thong qua nghiém cua cac bai toan con.

e Thiét ké bang dé luu nghiém cua cac bai toan con.
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e Tinh nghiém cua cac bai toan con tir nhd dén 16n va luu vao

bang.
e Xay dung nghiém cua bai toan tir bang.

Mot vi du don gian cua thuat toan dugc thiét ké bang quy hoach dong
1a thuat toan lap tinh day s6 Fibonacci ma ta da dua ra trong muc 16.2.
Trong ham lap Fibol, ta da tinh tudn ty F(1), F(2),..., dén F(n). Va bai vi
dé tinh F(k) chi can biét F(k-1) va F(k-2), nén ta chi can luu lai F(k-1) va
F(k-2).

K¥ thuat quy hoach dong thuong duoc ap dung dé giai quyét cac bai
toan toi wu (optimization problems). Cac bai toan tdi uu thuong 1a c6 mot
s6 1on nghiém, mdi nghiém duoc gén vO1 mat gia, va muyc ti€u cua chung ta
1a tim ra nghiém c6 gi4 nho nhat : nghiém tdi wu (optimization solution).
Chang han, bai toan tim dudng di tir thanh phd A dén thanh phd B trong ban
d6 giao thong, co nhiéu duong di tir A dén B, gia cia mot duong di d6 1a do
dai ciia no, nghiém téi wu 13 dudng di ngan nhat tir A dén B. Néu nghiém tdi
uu cua bai todn dugc tao thanh tor nghiém t6i wu cua cac bai toan con thi ta

c6 thé str dung k¥ thuat quy hoach dong.

Sau day, chung ta s¢ dua ra mot s6 thuat toan duoc thiét ké béng ky

thudt quy hoach dong.

16.3.2  Bai to4n sip xép cac dd vat vao ba 16

Gia st ta c6 chiée ba 16 ¢6 thé chira duoc mot khdi lugng w, ching ta
¢6 n loai d6 vat duoc danh 6 i,..., n. Mdi d6 vat loai i (i = 1,..., n) c6 khdi
luong a; va c6 gia tri ¢ Chung ta mudn sip xép cac dd vat vao ba 16 dé nhan
duoc ba 16 co gia tri 16n nhat co thé duoc. Gia st mdi loai dd vat ¢6 du nhiéu

dé xép vao ba 106.
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Bai toan ba 16 dugc md ta chinh xac nhu sau. Cho trudc cac so
nguyén duong w, a;, va ¢; (i = 1,...,n). Ching ta can tim cdc s6 nguyén
khong am x; (i=1,..., n) sao cho

n
Z X;a; < W va

n=1

> xjc; dat gia tri 16n nhit.

n=1

Xét truong hop don gian nhat: chi c6 mot loai dd vat (n = 1). Trong
truong hop nay ta tim dugc ngay 10i giai: xép d6 vat vao ba 16 cho t6i khi
nao khong xép duogc nita thi thoi, tirc 13 ta tim dugc ngay nghiém x; = w/a;.

Bay gio ta di tim cach tinh nghiém cta bai toan “xép n loai d6 vat vao
ba 16 khdi lugng w” thong qua nghiém cua cac bai toan con “xép k loai do
vat (1< k < n) vao ba 16 khéi lugng v (1< v < w)” Ta goi tat 1a bai toan con
(k,w), goi cost (k,v) 14 gia tri 16n nhat cia ba 16 khéi lugng v (IS v < w) va
chi chtra cac loai d6 vat 1, 2,.....k. Ta tim cong thire tinh cost (k,v).Véi k = 1

val<v<w,taco
X;=v/a; va
cost (1,v) =x;c; (1)

Gia st ta da tinh duogc cost (s,u) v6i 1< s <k va 1< u <, ta can tinh cost
(k,v) theo cac cost (s,u) di biét d6. Goi yx = v/ a, ta co
cost (k,v) = max[cost (k-1,u) + x;Cq] (2)

Trong do, max duogc léy voititcax, =0, 1,..., Yk Vau =V - X, (trc 1a duogc
lay voi tat ca cac kha ning xép dd vat thir k). Nhu vay, tinh cost (k,v) duoc
quy vé tinh cost (k-1,u) v6i u<v. Gid tri cia x, trong (2) ma cost (k-1,u) +
xiC dat max chinh 1a sd d6 vat loai k can Xép. Gi4 tri 16n nhat cia ba 16 s& 1a
cost(n, w).

Chung ta s& tinh nghiém cta bai toan tir ¢& nho dén ¢ 16n theo cac

cong thirc (1) va (2). Nghiém cuia cac bai toan con s€ dugc luu trong mang 2
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chiéu A[0..n-1][0..w-1], can luu ¥ 1a nghiém cta bai toan con (k,v) dugc luu

giit trong A[k-1][v-1], vi cac chi s6 ciia mang dugc danh sé tir 0.

M&i thanh phan A[k-1][v-1] s& chta cost(k,v) va sb do vat loai k can
xép. Tir cac cong thirc (1) va (2) ta co thé tinh duoc cac thanh phan cua

mang A lan luot theo dong 0, 1,...n-1.

Tu bang A da lam déy, lam thé nao x4c dinh duogc nghi¢m cua bai
toan, tire 13 xac dinh duoc sd d6 vat loai i 1=1,2,...,n) can xép vao ba 162 O
A[n-1][w-1] chtra gia tri 16n nhat cua ba 16 cost (n,w) va s6 dd vat loai n can
xép x,. Tinh v = w — x,a,. Tim dén 6 A[n-2][v-1] ta biét duoc cost(n-1,v) va
s6 d6 vat loai n-1 can xép Xp-1- Tiép tuc qua trinh trén, ta tim duoc x,.,,..,X;
va cubi cung 13 x;.
16.3.3  Tim day con chung ciia hai diy so

Xét bai toan sau: Cho hai diy sd nguyén a = (ay,..., a,) va b =
(by,...by), ta can tim day $6 nguyén ¢ = (¢y,..., Cx) sao cho ¢ 1a day con cua ca
avab, va c 1a dai nhat co thé duge. Vidy, néua=3,5,1,3,5,5,3)vab=
(1,5,3,5,3,1) thi day con chung dai nhat 1a ¢ = (5,3,5,3) hoac ¢ = (1,3,5,3)
hoac ¢ =(1,5,5,3).

Truong hop don gian nhit khi mét trong hai diy a va b rdng (m = 0
hodc n = 0), ta thdy ngay ddy con chung dai nhét 1a diy rdng.

Ta xét cac doat dau cua hai day a va b, do 1a cac day (a;,a,,...,a;) va
(b1,ba,...,3) vo1 0 <i<mva 0 <j<n. GoiL(ij) 1a do dai l6n nhat cua diy
con chung cua hai day (a;,as,...,a;) va (by,b,,...,3;). Do d6 L(n,m) la 46 dai
16n nhit cta diy con chung cua a va b. Bay gid ta di tim cach tinh L(i,j)

thong qua cac L(s,t) v6i 0 < s <iva 0 <t <j. D& dang thiy rang:
L(0,)) =0 véi moi j
L(i,0) =0 véi moi i (1)
Néui>0vaj>0vaa#b;thi

L(i,j) = max [L(i,j-1), LG-1,5)] (2)
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Néui>0vaj>0vaa =b;thi
L(ij)=1+L(@-1-1) 3)

Str dung cac cong thire dé quy (1), (2), (3) dé tinh cac L(i,j) 1an luot v6i i =
0,1,....m va j = 0,1,...,n. Ching ta s& luu cac gid tri L(i,j) vao mang
L[0..m][0..n].

Cong viéc tiép theo 1a tir mang L ta xdy dung ddy con chung dai nhat
ctia a va b. Gia st k = L[m][n] va ddy con chung dai nhat 1 ¢ = (ci,...Ci.1,
cy). Ta xac dinh cac thanh phan cta diy ¢ 1an luot tir phai sang trai, tirc 13
xac dinh ¢, 10i Ci1,...,c1. Ta xem xét cac thanh phﬁn cua mang L bét tur
L[m,n]. Gia sir ta dang & 6 L[i][j] va ta dang can xac dinh c,, (I <=r <= k).
Néu a; = b; thi theo (3) ta lay c, = a;, giam r di 1 va di dén 6 L[i-1][j-1]. Con
néu a; # b; thi theo (2) hodc L[1][j] = L[i][j-1], hoac L[i][j] = L[1-1][j]. Trong
truong hop L[i][j] = L[i][j-1] ta di t&i 6 L[i][j-1], con néu L[i][j] = L[i-1][j]
ta di toi 6 L[i-1][j]. Tiép tuc qua trinh trén ta xac dinh duogc tat ca cac thanh

phan ctia ddy con dai nhét.
16.4 QUAY LUI

16.4.1  Tim kiém vét can

Trong thuc té chung ta thuong gip cac cau hoi chang han nhu “c6 bao
nhiéu kha ning...?”, “hdy cho biét tit ca cac kha nang...?”, hodc “cé ton tai
hay khong mot kha nang...?””. Vi du, c6 hay khong mot cach dit 8 con hau
vao ban cd sao cho chung khéng tdn cong nhau. Cac van dé nhu thé thong
thudng doi hoi ta phai xem xét tit ca cac kha niang c6 thé c6. Tim kiém vét
can (exhaustive search) la xem xét tit ca cdc Uing cir vién nham phét hién ra
d6i twong mong mudn. Cac thuat toan duoc thiét ké bang tim kiém vét can
thuong dugc goi 1a brute-force algorithms. Y tuong cta cac thudt toan nay
1a sinh-kiém, tirc 12 sinh ra tit ca cic kha ning c6 thé c6 va kiém tra mdi kha
ning xem nd c6 thoa man cac diéu kién cua bai toan khong. Trong nhiéu van

de, tat ca cac kha nang ma ta can xem xét c6 thé quy vé cac doi tuong t6 hop
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(cac tap con cua mdt tap), hodc cac hodn vi cia n ddi tuong, hodc céc td hop
k d6i tuong tir n ddi twong. Trong cac trudng hop nhu thé, ta can phai sinh
ra, chéng han, tit ca cac hoan vi, rdi kiém tra xem mdi hoan vi c6 1a nghi¢m
ctia bai toan khong. Tim kiém vét can duong nhién 1 kém hiéu qua, doi hoi
rat nhiéu thoi gian. Nhung ciing c6 van dé ta khong c6 cach giai quyét nao

khac tim kiém vét can.

Vi du 1( Bai todn 8 con hau). Ching ta cin dit 8 con hau vao ban cd
8x8 sao cho chung khong tdn cong nhau, tic 1a khong c6 hai con hau nio

nam cung hang, hodc cung cdt, hodc cung dudng chéo.

Vi cac con hau phai nam trén cac hang khac nhau, ta c6 thé danh s
cdc con hau tir 1 dén 8, con hau i 1a con hau dimg ¢ hang tht 1 (i=1,...,8).
Goi x; 1a ¢c0t ma con hau thir 1 dirng. Vi cac con hau phai ding & cac cdt khac
nhau, nén (xi, Xz, ...,.Xs) 14 mot hoan vi ctia 8 s6 1, 2...., 8. Nhu vay tit ca cac
g cir vién cho nghiém ctia bai toan 8 con hau 13 tit ca cac hoan vi cta 8 s6
1,2,..,8 Dén day ta cé thé dua ra thuat toan nhu sau: sinh ra tit ca cac hoan
vi cia (X1, X, ...,Xg), vOi mdi hoan vi ta kiém tra xem hai 6 bat ki (i,x;) va

(J,Xj) ¢6 cung duong chéo hay khong.

D41 vai bai todn tong quat: dit n con hau vao ban cd nxn, so6 cac hoan
vi can xem xeét 1a n!, va do dé thuat todn dat n con hau bang tim kiém vét can
doi héi thoi gian O(n!). Trong muc sau, ching ta s€ dua ra thuat toan hi¢u

qua hon duoc thiét ké bang ky thuat quay lui.
Vi du 2( Bai toan ngu¢i ban hang).

Bai toan ngudi ban hang (saleperson problem) dugc phat biéu nhu
sau. Mot nguoi ban hang, hang ngay phai di giao hang tir mot thanh phé dén
mot s thanh phd khac rdi quay lai thanh phd xuat phat. Anh ta mudn tim
mot tua qua mdi thanh phd can dén ding mot 1an voi d6 dai cua tua 1a ngan
nhat c6 thé dugc. Ching ta phat biéu chinh xéac bai toan nhu sau. Cho d6 thi
dinh hudéng gém n dinh duge danh sb 0,1,...n-1. P9 dai cua cung (i,j) duoc

ki higu l1a d; va 1a mot s6 khong am. Néu d6 thi khong co cung (i,j) thi ta
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xem d;; = +oo. Chung ta can tim mot dudng di xudt phat tir mot dinh qua tat
ca cac dinh khac cia d6 thi dung mot lan rdi lai tré vé dinh xuat phat (tic 1a
tim mot chu trinh Hamilton) sao cho d6 dai cta tua 1a nho nhat c6 thé duoc.
MJi tua nhu té 13 mot day cac dinh (ay, ai,..., a,.1, a9), trong dé cac ay, ay,...,
a,.1 12 khac nhau. Khong mat tinh tong quat, ta c¢6 thé xem dinh xuét phat 1a
dinh 0, ay = 0. Nhu vy, mdi tua twong ing vi mot hoan vi (a,..., a,.;) cla
cac dinh 1, 2, ..., n-1. T d6 ta c6 thut toan sau: sinh ra tit ca cac hoan vi
cia n-1 dinh 1, 2, ..., n-1; v&i mdi hoan vi ta tinh d6 dai cta tua twong Umg
v6i hoan vi d6 va so sanh cac do dai ta s& tim dugc tua ngin nhat. Luu ¥
réng, o tat ca (n-1)! hoan vi va mdi tua can n phép toan dé tinh d6 dai, do
d6 thuat toan giai bai toan ngudi ban hang voi n thanh phd bang tim kiém
vét can can thoi gian O(n!).

Bai toan ngudi ban hang 1a bai toan kinh dién va ndi tiéng. Ngoai cach
giai bang tim kiém vét can, nguoi ta dd dua ra nhiéu thuét toan khac cho bai
toan nay. Thuat toan quy hoach ddng cho bai todn ngudi ban hang doi hoi
thoi gian O(n*2"). Cho téi nay ngudi ta van chua tim ra thuat toan c6 thoi

gian da thirc cho bai toan ngudi ban hang.
16.4.2 Quay lui

Quay lui (backtracking) 13 k¥ thuat thiét ké thuat toan c6 thé st
dung dé giai quyét rat nhiéu van dé khac nhau. Uu diém cua quay lui so véi
tim kiém vét can 1a & chd c6 thé cho phép ta han ché cac kha ning can xem

Xxeét.

Trong nhiéu van dé, viéc tim nghiém cua van dé duoc quy vé tim mot
day cac trang thai (a;, a,..., a,...), trong d6 mdi a; (i = 1,2,...) 1a mot trang
thai dugc chon ra tir mdt tdp hiru han A; cac trang thai, thoa man cac diéu
kién ndo d6. Tim kiém vét can doi hoi ta phai xem xét tat ca cac ddy trang

thai d6 dé tim ra day trang thai thod man cac yéu cau cua bai toan.

Chung ta s€ goi day cac trang théi (ay, ay,..., a,) thod man cac yéu cau

ctia bai toan 1a vecto nghiém. Y tuong cua ky thuat quay lui 14 ta xdy dyng
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vecto nghiém xuét phét tir vecto rdng, mdi budc ta b xung thém mot thanh

phan cua vecto nghiém, lan luot a,,a,,...

Dau tién, tap S; cdc ung ctr vién cd thé 1a thanh phan dau tién cua

vecto nghiém chinh 1a A;.

Chon a; € Sy, ta c6 vecto (a;). Gia st sau budc thi i-1, ta da tim duoc
vecto (aj,as,...,a..1). Ta s& goi cac vecto nhu thé 12 nghiém mot phan (né thoa
mén cac doi hoi cla bai toan, nhitng chua “day du”). Bay gid ta md rong
nghiém mot phan (a;,a,....,a.;) bang cach bd xung thém thanh phan tht i.
Mudn viy, ta can xac dinh tip S; cac ung cir vién cho thanh phéan tht i cua
vecto nghi¢m. Céan luu y réng, tap S; dugc xac dinh theo céac yéu cau cua bai
toan va cac thanh phﬁn a1,a,...,a;.1 da chon trudce, va do do S; 1a tap con cua

tap A; cac trang thai. C6 hai kha nang

e Néu S; khong rSng, ta chon a; € S; va thu dugc nghiém mot phﬁn
(ar,a,...,2i.1,a), déng thoi loai a; da chon khoi S;. Sau do ta lai tiép tuc
mo rong nghiém mot phan (aj,a,,...,a;) bang cach ap dung dé quy thu

tuc mé rong nghiém.

e Néu S; réng, diéu ndy c6 nghia 13 ta khong thé mo rong nghiém mot
phﬁn (a1,az,...,2i2,2i.1), thi ta quay lai chon phﬁn tr modi a’y; trong S
lam thanh phﬁn thr i-1 ctia vecto nghiém. Néu thanh cong (khi Si,
khong rong) ta nhan duogc vecto (a;,a,...,3i2,3"i.1) roi tiép tuc mé rong
nghiém mot phan nay. Néu khong chon duoc a’;.; thi ta quay lui tiép dé
chon a’;,... Khi quay lui dé chon a’, ma S, d3 tr¢ thanh rong thi thuat
toan dung.

Trong qué trinh md rong nghiém maot phan, ta cin kiém tra xem né co
1a nghiém khong. Néu 1a nghiém, ta ghi lai hodc in ra nghiém nay. Ky thuat
quay lui cho phép ta tim ra tit ca cac nghiém ctia bai toan.

K¥ thuat quay lui ma ta da trinh bay thyuc chat 13 k¥ thuat di qua cay
tim kiém theo d6 sdu (di qua cay theo thtr tu preorder). Cay tim kiém duoc

xay dung nhu sau
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e (Cdac dinh con cua goc la céc trang thai cua S,

e (id st a;.; 1a mdt dinh & muc tht i-1 cua cay. Khi d6 cac  dinh con cua
ai.; s& 1a cac trang thai thudc tap Gng ctr vién S;. Cay tim kiém dugc thé
hién trong hinh 16.1.

tart

S1

Hinh 16.1. Cy tim kiém vecto nghi¢m
Trong cay tim kiém, mdi duong di tir gbc t6i mot dinh twong Gng véi mot
nghiém mot phﬁn.

Khi ap dung k¥ thuat quay lui dé giai quyét mot van dé, thuét toan
dugc thiét ké co thé 1a dé quy hodc lap. Sau diy ta s& dua ra lugc d6 tong
quat cta thuét todn quay lui.

Lwoc do thuit toan quay lui dé quy. Gia st vector 13 nghiém mot
phan (a;,a,,...,a.;). Him dé quy chon thanh phén th{ i cta vector nghiém 13

nhu sau:

Backtrack(vector , 1)
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// Chon thanh phan thtr i cta vector.

{
if (vector 1a nghiém)
viét ra nghiém;
Tinh Si;
for (mdi a;eS;)
Backtrack(vector + (a;) , i+1);
b

Trong ham trén, néu vector 1a nghiém mot phan (ay,...,a;;) thi vector
+ (a;) 12 nghiém mot phan (a,a,,...,a;1,3;). D€ tim ra tat ca cac nghiém, ta chi

can goi Backtrack(vector, 1), véi vector 1 vector rong.

Luwgc do thuit toan quay lui khong dé quy

Backtrack
{
k=1;
Tinh Sl;
while (k>0)
{
if (S, khong rong)
{
chon a, € Si;
Loai a, khoi Sy;
if ((ay,...,ax) 1a nghiém)
viét ra nghi¢m;
k++;
Tinh Sy
}
else k--; //Quay lui
f
}

Chuy réng, khi cai dat thuat toan theo lwgc dd khong d¢ quy, chung ta
can biét cach luu lai vét cua céc tap ung vién Sy, S,,...,S¢ dé khi quay lui ta

c6 thé chon duoc thanh phf?m mai cho vecto nghiém.
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Vi du 3. Thuat toan quay lui cho bai toan 8 con hau. Hinh 16.2. mo6 ta

mot nghi€m cua bai toan 8 con hau.

112(3|4|5|6]7
0]x
1 X
2 X
3 X
4 X
5 X
6 X
7 X

Hinh 16.2. M¢t nghiém cuia bai toan 8 con hau

Nhu trong vi du 1, ta goi cdt cua con hdu ¢ dong 1 (i = 0,1,..,7) 12 x;.
Nghi€m cua bai toan la vecto (Xo,X;,.._X7), chéng han nghiém trong hinh 16.2
la (0,6,4,7,1,3,5,2). Con hau 0 (¢ dong 0) c6 thé duoc dat & mot trong tam
cot. Do d6 S¢={0,1,...,7}. Khi ta da dat con hau 0 & c¢ot 0 (xo=0), con hdu 1 &
cot 6 (x;=6), nhu trong hinh 16.2, thi con hau 2 chi co thé dat & mot trong
cac cot 1,3,4. Téng quat, khi ta da dat cac con hau 0,1,2,...,k-1 thi con hau k
(con hau ¢ dong k) chi c6 thé dat & mot trong cac cot khac véi cac cot ma
cac con hau 0,1,2,....k-1 d3 chiém va khong cung duong chéo véi ching.
Piéu d6 co nghia 1a khi da chon dugc nghiém mat ph?m (X0,X15. . .,Xk.1) thi Xy

chi c6 thé 1y trong tap mg vién Sy duoc xac dinh nhu sau
Sk={xx € {0,1,....,7} | xe = X; va | i-k | # | X-X; | vOi moi 1 <k}
Tu d6 ta c6 thé dua ra thuit toan sau day cho bai toan 8 hau

void  Queen(int Xx[8])
{
int k=0;
x[0] =-1;
while (k>0)
{
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x[k]++;
if (x[k]<=7)

{ . .
nt 1;
for (1i=0;i1<k;it+)
if ((x[k] == x[i]) | | (fabs(i-k) == fabs(x[k] - x[i])))
break; // kiém tra xem x[k] c6 thudc S
if 1i==k) // chi khi x[k] €Si
if (k==7)
viét ra mang x;
else
{
k++;
x[k]=-1;
b
b

else k--; //quay lui
}// Hét vong lap while
h

Vi du 4. Céac diy con c6 tong cho trude

Cho mot day sd nguyén duong (ap.a,...,a, 1) va mot sd nguyén duong
M. Ta can tim cic diy con cia diy sao cho tong cua cac phan tir trong day
con d6 bang M. Chang han, voi ddy s (7,1,4,3,5,6) va M=11, thi cac diy
con can tim 13 (7,1,3), (7,4), (1,4,6) va (5,6).

Str dung k¥ thuét quay lui, ta x4c dinh day con (ajp,a;i,...,ai) sao cho
apta;+...Tag=M béng cach chon 1an luot ay,a;;,...Ta ¢ thé chon a; 12 mot
trong ag,ay,...,a, ma nd <= M, tlrc 1a co thé chon ay véi i thudce tap ung
vién So= {i € {0,1,...,n-1} | a;<=M}. Khi da chon duoc (aj,a;i,. ..,y 1) Vo1
S=ago+a;+... +a,;<M thita cé thé chon ay véi iy 1a mot trong cac chi
sb bat dau tir i ;+1 téi n-1 va sao cho S+ay <= M. Tuc 14, ta c6 thé chon ay
vo1 1, thudc tap Sy= {i € {ix; +1,...,n-1} | Sta;<= M}. Gia st day s6 di cho
duoc luu trong mang A. Luu day chi sb {ip,11,...,1x} cua day con can tim vao

mang [, ta c6 thuit toan sau
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void  SubSequences(int A[n], int M, int I[n])

{
k = 0;
I[0] = -1;
int S = 0;
while (k > 0)
{
I[k]++;
If (I[k] <n)
{
if (S + A[i[k]] <= M)
if (S + A[i[k]] == M)
viét ra mang 1[0..k];
else
{
S = S+ A[i[k]];
I[k+1] = I[k];
k—l——i—;
§
}
else
{
k-
S =S - AJi[k]];
j
§
§

16.4.3  K§ thuat quay lui dé giai bai toan t6i wu

Trong muc nay chung ta s& ap dung k¥ thuat quay lui dé tim nghiém
ctia bai toan tdi vu.

Gia sir nghi¢m cua bai toan co thé biéu dién dudi dang (a,..,a,), trong
d6 mdi thanh phan a; (i = 1,...,n) dugc chon ra tir tp S; cac ing vién. Mdi
nghi¢m (ai,..,a,) cia bai todn c6 mot gid cost(ay,..,a,) >= 0, va ta can tim
nghiém c6 gia thip nhét (nghiém t6i wu).
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Gia su rang, gia cua cac nghiém mdt phan 1a khong gidm, tuc 1a néu
(ar,..,ax.1) 1a nghiém mdt phan va (ay,..,a.1,ax) 1a nghiém mo rong ctia n6 thi
cost(ay,..,ax.1) <= cost(ay,..,ax.1,a)

Trong qua trinh mo rong nghiém mot phan (bang k¥ thuat quay lui),
khi tim dugc nghiém mdt phf?m (ar,..,ay), néu biét réng tat ca cac nghi¢ém mé
rong cua nod (ay,..,ax,ak+1,--+) déu co gia 16n hon gia ctia nghiém tdt nhat da

biét & thoi diém do, thi ta khong can mo rong nghiém mat phﬁn (ay,..,ax) do.

Gia su cost*(ay,..,ax) la can dudi cua gid cua tAt ca cac nghiém
(a,..,aK,ax+1,...) MA nO la m& rong cuia nghi¢ém mot phﬁn (ay,..,ar). Gia su gia
ctia nghiém tot nhit ma ta da tim ra trong qué trinh tim kiém 13 lowcost.
(Ban dau lowcost dugc khoi tao 13 +oo va gia tri cia n6 dugc cap nhat trong
qua trinh tim kiém). Khi ta dat t6i nghiém mot phan (aj,..,a) ma
cost*(ay,..,a,) > lowcost thi ta khong cAn mé rong nghiém mot phan (ay,..,a;)
nita; diéu d6 co nghia 13, trong cdy tim kiém hinh 16.1 ta cat bo di tat ca cac

nhanh tir dinh ay.

T céc diéu trinh bay trén, ta dua ra lugc dd thuat toan tim nghi¢m tbi
uu sau. Thudt toan nay thuong dugc goi la thuat toan nhanh-va--cin
(branch — and — bound).

BranchBound

+00:

9

lowcost =
cost* = 0;
k = 1;
tinh Sl;
while (k > 0)
{
if (Sx khong r5ng va cost* <= lowcost)
{
chon a, € Sy;
Loai a, ra khoéi Si;
cost* = cost*(ay,..,ax);
if ((ay,..,ax) 1a nghiém)
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if (cost(ay,..,ax) < lowcost)
lowcost = cost(ay,..,ax);

k++;
tinh Sk;
§
else
{
k--;
cost™ = cost(ay,..,ay);
}

Uu diém cua thuat toan nhanh — va - cén 13 & chd nd cho phép ta
khong can phai xem xét tat ca céc nghiém van c6 thé tim duoc nghiém tbi
wu. Cai khé nhét trong viéc ap dung k¥ thuat nhanh va can 1a xay dung ham
danh gia can dudi cost* cua cac nghiém 1a mo rong cua nghiém mot phan.
Danh gid can dudi c6 chat méi gitp ta cit bé duoc nhiéu nhanh khong can
thiét phai xem xét tiép, va do d6 thuat toan nhan duoc méi nhanh hon dang

ké so voi thuat toan tim kiém vét can.
16.5 CHIEN LUQC THAM AN

16.5.1 Phwong phap chung

Céac bai toan tbi uu thuong 1a c6 mot s6 rat 16n nghiém, viéc tim ra
nghiém t6i wu (nghiém c6 gia thip nhit) doi hoi rat nhidu thoi gian. Pién
hinh 1a bai todn ngudi ban hang, thuat toan quy hoach dong ciling doi héi
thoi gian O(n*2"), va cho t&i nay ngudi ta van chua tim ra thuét toan cé thoi
gian da thtrc cho bai toan nay.

Mot cach tiép can khac dé giai quyét cac bai toan tdi wu 1a chién lugc
tham an (greedy strategy).

Trong hau hét cac bai toan t6i wru, dé nhan dugc nghiém téi wu chiing

ta co thé dua vé sy thuc hién mot diy quyét dinh. Y tuwéng cua chién lugc
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tham an 13, tai mdi budc ta s& lua chon quyét dinh dé thuc hién la quyét dinh
duoc xem la tot nhét trong nglr canh nao dé dugc xac dinh boi bai toan. Tuc
1a, quyét dinh duoc lya chon & mdi budce 1a quyét dinh t6i wu dia phuong.
Tuy theo tirng bai toan ma ta dua ra ti€u chuan lya chon quyét dinh cho thich
hop.

Cac thuat toan tham an (greedy algorithm) néi chung la don gian va
hiéu qua (vi cac tinh toan dé tim ra quyét dinh tdi wu dia phuong thuong 13
don gian). Tuy nhién, cac thuat toan tham an co thé khong tim duoc nghiém
t61 uu, ndi chung nod chi cho ra nghiém gan tdi wu, nghiém twong ddi tot.
Nhung ciing c6 nhiéu thuat toan duoc thiét ké theo k¥ thuat tham an cho ta
nghiém t6i wu, chang han thuét toan Dijkstra tim duong di ngan nhat tir mot
dinh t61 cac dinh con lai trong dd thi dinh huong, cac thuat toan Prim va
Kruskal tim cdy bao chiim ngan nhit trong d6 thi v6 huéng, chung ta s& trinh

bay céac thuat toan nay trong chuong 18.
16.5.2 Thuat toan tham an cho bai toan nguwoi ban hang

Gia str ¢6 thi ma ta xét 1a d6 thi dinh hudng n dinh dugc danh sé
0,1,2,...,n-1, va 1a @6 thi day du, tirc 12 v6i moi 0 <1i,j < n-1 déu c6 cung di
tir i dén j voi do dai 13 sé thue khong am d(i,j). Gia st dinh xuét phat 1 dinh
0, va duong di ngén nhit ma ta can tim la (0, ay, ai,... a,q, 0) trong do ay
e{l,2,....,n-1}. Pé nhan duoc nghiém tdi wu trén, tai moi bude k k=1,...,
n-1) chung ta can chon mot dinh a, dé di toi trong s6 cac dinh chua thim
(thc 1a ag# a;, 1= 1,..., k-1). V&1 mong mudn duong di nhan duoc la ngén
nhat, ta dua ra tiéu chuan chon dinh a, & mdi budc 1a dinh gan nhat trong sb

cac dinh chua tham.
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Vi du. Xét d thi dinh hudng trong hinh 16.3

Hinh 16.3. Mt d6 thi dinh huéng

Gia sir ta can tim tua ngan nhat xuat phat tir A. Vi d(A,B) =7, d(A,C)
=3 vad(A,D) =1, nén ta chon dinh D dé di t6i, ta co duong di (A, D). Tu D,
cac dinh chua tham 12 B va C, ta chon C dé di t6i vi C gan D hon 12 B. Ta
thu dugc duong di (A, D, C). Tu C ta chi c6 mot kha nang 1a di té1 B. Do d6
ta nhan duoc tua (A, D, C, B, A). Do daicianolal+2+ 9+ 5=17. bay
khong phai 12 duong di ngin nhat, vi duong di ngin nhat 1a (A, C, D, B, A)
c6dddai3+2+6+5=16.

16.5.3 Thuat toan tham an cho bai toan ba 16

Chung ta trd lai bai todn ba 16 da dua ra trong muc 16.3.2. Chlng ta
can nhan dugc chiéc ba 16 chira dd vat c6 gia tri 16n nhét. Mot cach tiép can
khac dé co chiéc ba 16 d6 1a mdi budc xép mot loai dd vat vao ba 16. Van dé
dat ra 1a tai budéc k (k =1,2,...) ta can chon loai d6 vat nao dé xép va xép
bao nhiéu d6 vat loai d6. Tir cac doi hoi cua bai toan, ta dua ra tiéu chuén
chon nhu sau: tai mdi budce ta s& chon loai d6 vat ¢ gia tri l1on nhét trén mot
don vi khoi luong (goi tat 12 ty gia) trong sb cac loai d6 vat chua duge xép

vao ba 16. Khi da chon mdt loai dd vat thi ta xép tdi da c6 thé dugc.

434



Vi dy, gia str ta c¢6 ba 16 chita dugc khdi luong w = 20. Ching ta c6 4
loai d6 vat c¢6 khbi luong a; va gia tri ¢; (i = 1,2,3,4) dugc cho trong bang

sau:
Loai 1 2 3 4
Khéi lugng a; | 5 7 8 3
Gia tri c; 21 42 20 9
Ty gia ci/a; 4.2 6 2,5 3

Pau tién trong 4 loai dd vat thi loai ¢ ty gid 16n nhét 1a loai 2. Ta ¢6
thé xép duoc toi da 2 dd vat loai 2 vao ba 16, va khdi lugng con lai ctia ba 16
1420 -2 .7 = 6. Bén day sb loai 6 vat chua xép: 1,3, 4, loai c6 ty gia 16n
nhét 1a loai 1. Khéi lugng con lai ctia ba 16 1a 6, nén chi Xép duoc 1 dd vat
loai 1. Budc tiép theo ta chon loai 4, nhung khdi lugng con lai ctia ba 16 1a 6-
1.5 =1, nén khong xép duoc dd vat loai 4 (vi dd vat loai 4 c¢6 khbi luong 3 >
1). Chon d6 vat loai 3, cling khong xép duoc, va ding lai. Nhu véy ta thu
duoc ba 16 chtra 2 dd vat loai 2 va 1 dd vat loai 1, véi giatrila2.42+1.21=
105.

Thuét toan tham an xép cac dd vat vao ba 16 nhu di trinh bay ciing
khong tim ra nghiém tdi wu, ma chi cho ra nghiém tdt. Thé thi tai sao ta lai
can dén cac thuat toan tham an ma no chi cho ra nghiém tét, gan dang véi
nghiém t6i wu. Van dé 1a & chd, ddi v6i nhidu bai toan, chang han bai toan
nguoi ban hang, bai toan son db thi,..., cac thuat toan tim ra nghiém chinh
xac do1 hoéi thot gian mil, khong st dung dugc trong thuc té khi ¢& bai toan
kha 16n. Con c6 nhiing bai toan dé tim ra nghiém tdi wu ta chi con c¢6 cach 1a
tim kiém vét can. Trong cac truong hop nhu thé, st dung cac thuat toan
tham #n 13 can thiét, boi vi cac thuat toan tham an thuong 1a don gian, rat

hiéu qua, va thuc té nhiéu khi c6 dugc mot nghiém tot ciing 1a di.

16.6 THUAT TOAN NGAU NHIEN
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Khi trong mot budc nao dé cua thuat toan, ta can phai lya chon mdt
trong nhiéu kha ning, thay vi phai tiéu tén thoi gian xem xét tat ca cac kha
nang dé c6 su lua chon toi wu, nguodi ta co thé chon ngau nhién mot kha
ning. Su lya chon ngau nhién lai cang thich hop cho cac truong hop khi ma
hau hét cac kha nang déu “tot” ngang nhau. Cac thuat toan chura su lya chon
ngau nhién dugc goi 1 cac thuat todn ngau nhién (randomized algorithm hay
probabilistic algorithm). Pic trung cta thuat toan ngau nhién 13, két qua cua
thuat toan khong chi phu thudc vao gia tri dau vao cua thuét todn ma con
phu thudc vao gia tri ngéu nhién duogc sinh ra bo1 ham sinh $b ngﬁu nhién.
Néu ta cho chay thuat toan ngﬁu nhién hai 1an trén cung mot dit li¢u vao,

thuat toan cé thé cho ra két qua khac nhau.

Trong céc thudt toan ngiu nhién, ta cin sir dung cac ham sinh s6 ngiu
nhién (random number generator). Trong cac thuat todn ngau nhién sé dua ra
sau nady, ta gia so dd c6 sdn cac ham sinh s6 ngiu nhién sau. Ham
RandlInt(i,j), trong d6 i, j 13 cac sé nguyén va 0 <= i <= j, tra vé mdt sb
nguyén ngiu nhién k, i <= k <= j. Him RandReal(a,b), trong d6 a, b 1a céc

sO thuc va a < b, trd vé mdt s6 thuc ngau nhién x,a <=x <=b.

Céc thuat toan ngiu nhién hay gip thuong 1a thudc mot trong cac 16p

sau:
* Cac thuat toan tinh nghiém gan dung cta cac bai toan so.

* Céc thuat toan Monte Carlo. Pic diém cua cac thuat toan nay la no
ludn cho ra ciu tra 151, song cau tra 10i c6 thé khong ding. Xac suat thanh
cong (tirc 1a nhan dugce cau tra 161 dang) s€ tang, khi ta thuc hién 13p lai thuat
toan.

* Cdac thuat toan Las Vegas. Céc thuat toan nay khong bao gid cho ra
cau tra 101 sai, song c6 thé nd khong tim ra cdu tra 16i. Xac suat that bai
(khong tim ra cau tra 10i) c6 thé 1a nho tuy v, khi ta 13p lai thuat toan mot s6

lan da 16n vai cung mot di ligu vao.

436



Céc thuat todn ngiu nhién rat da dang va phong phu, va cé trong

nhiéu linh vuc khac nhau. Sau day ta dua ra mot s6 vi du minh hoa.

Vi du 1. Tinh gin dung s6 [1

Ta c6 mot hinh vudng ngoai tiép mot hinh tron ban kinh r ( xem hinh

16). Ta tién hanh thyc nghi€ém sau. Ném n hat vao hinh vudng nay, gia st
rang, moi diém trong hinh vudng nay “la diém roi khi ta ném mdt hat vao
\ A r.. 4 /( \ A 14 2 b \ \ 2 \ A
hinh vuéng” vdi xac suat 1a nhu nhau. Dién tich cta hinh tron 1a [ Ir°, va dién

tich cta hinh vuéng 1a 4r%, do 46 [1r* /4r* = [1/4

Gia st sb hat roi vao trong hinh tron 13 k, ta c6 thé danh gia [1 = 4k/n.

Thuc nghiém trén dugc mo ta boi thuat toan sau:

k=0;
for(1i=0;1<n;it+)
{

x = RandReal(-1,r);
y = RandReal(-1,r);

if ( diém (x,y) ndm trong hinh tron )

k++

§
[1=4k/n;

Hinh 16. Ném cac hat dé tinh []

Vi du 2. Tinh gan dtng tinh phan xac dinh
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Gia sir ta can tinh tich phan xac dinh
b
I f (x)dx

Gia st tich phan nay tdn tai. Ta chon ngau nhién n diém trén doan [a,b]. Khi
d6 gia tri cua tich phan c6 thé danh gia 1a trung binh cong cac gia tri cua
ham f(x) trén cac diém da chon nhan véi d6 dai cua doan léy tich phan. Ta

co thuat toan sau:

Integral(f, a, b)
{

sum = 0;
for(1=0;1<n;it+)
{
x = RandReal(a, b);
sum = sum+f(x);

}

return  (b-a) * (sum/ n);
}

Vi du 3. Phan ttr da s6.

Chiing ta goi phan tr da sd trong mot mang n phan tir A[0..n-1] 1a
phan tr ma s6 phan tir bang n6 trong mang A 16n hon n/2. Véi mang A cho
trude ta can biét mang A co chira phan tir da s6 hay khong. Ta dua ra thuat
toan don gian sau. Chon ngau nhién mot phan tir bat ky trong mang A va

kiém tra xem n6 c6 1 phan tir da sé hay khong.

bool  Majority( A[0..n-1])
{

1 = RandInt(0,n-1);

x = Ali];

k = 0;

for(j=0;j<n;j++)

if (A[j] ==x)
k++;
return (k>n/?2);
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Néu mang A khong chtra phan tir da so, thuat toan trén ludn tra vé
false (tirc 1a ludn ludn cho cau tra 161 dung). Gia sir mang A chia phan tir da
s6. Khi d6 thuit toan c6 thé cho ciu tra 161 sai. Nhung vi phan tir da sb
chiém qua nira s6 phan tir trong mang, nén xac suat chon ngiu nhién duoc
phan tir da s 1 p > 1/2, tirc 13 x4c sudt thuat toan cho ciu tra 10i ding 13 p >
1/2. Bay gio cho chay thuat toan trén hai 1an va thir tinh xem x4c suat dé
“lan dau nhan duoc cau tra 1oi ding hoac 1an ddu nhan duoc cau tra 16i sai

va lan hai nhan dugc cau tra 161 ding” 1a bao nhi€u. Xac suat nay bang

pr(l-pp=1-(1-p >3/4
Nhu vy c6 thé két luan rang, néu mang A chtra phan tir da sd, thi
thuc hién 13p lai thuat toan trén mot sé 1an du 16n, ta s& tim duoc phan tir da

s6. Thuat toan trén la thuat toan Monte Carlo.
Vi du 4. Thuat toan Las Vegas cho bai toan 8 con hau

Chung ta nhin lai bai toan 8 con hau da dua ra trong muc 16.4. Nhé
lai réing, nghiém cua bai toan la vecto (xo, X1, ...,X7), trong do x; 1a cot ctua
con hdu ¢ dong thri (1= 0, 1, ...,7). Trong thudt todn quay lui, x; dugc tim
béng cach xem xét 1an lugt cac cot 0, 1, ...,7 va quan tam toi diéu kién cac
con hau khong tan cong nhau. Nhung quan sat cac nghiém tim duoc ta thay
rang khong c6 mot quy ludt ndo vé cac vi tri ctia cac con hau. Pidu d6 goi ¥
ta dua ra thuit toan ngau nhién sau. Pé dit con hau th i, ta dit no ngau
nhién vao mdt trong cac cit co thé dat (ttrc 1a khi dat con hau thur 1 vao ¢t
doé, thi n6 khong tan cong cac con hau da dat). Viéc dit ngau nhién nhu thé
6 thé khong dan t6i nghiém, bdi vi cac con hau da dit co thé khéng ché moi

vi tri va do d6 khong thé dit con hau tiép theo.

BAI TAP

Thiét ké thuat toan bang k¥ thuét chia - dé - tri cho cac bai toan sau:
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1. (Trao d6i hai phan cia mot mang). Cho mang A[0...n-1], ta can trao
d6i k phan tir dau tién ctia mang (1 < k < n) voi n — k phén tir con lai,
nhung khong duogc sir dung mang phy. Chang han, voik =3 va A 1a
mang nhu sau:

A a |[b |c |d e |f |g

Sau khi trao doi ta can nhan dugc mang:

A d e | T | g a | b c

2. (Ddy con khong giam dai nhat). Cho mot diy s6 nguyén duoc luu
trong mang A[0 ... n-1], ta can tim ddy chi s 0 <i; <i, < ..<ix<n-
1 sao cho Afip < A[iy ] <... <Afik ] vaklalon nhit co thé duoc. Vi
du,néua=(8,3,7, 4, 2,5, 3 6) thi diy con khong giam dai nhat 1a
(3,4,5,6).

3. Cho hai day khong gidm A = (a; ay, ..., a, ) trong dd a; < a,<... <a,
vaB=(b;, by, ..., by trong d6 b; < b, < ...< b, . Day hoa nhdp cua
hai day khong giam A va B la day khong giam C = (¢y, ¢, ..., Cmin ),
trong 6 mdi phan tir cia ddy A hodc diy B xuét hién trong day C
dung mot lan.

Hay tim phan tir thir k ctia ddy C. Chang han, néu A = (1, 3, 5,9) va B
=(3,6,8)thiday C=(1,3,5,6,8,9).

Thiét ké thuat toan béng ky thuat quy hoach dong cho cac bai
toan sau:

4. Bai toan tim day con khong giam dai nhat da noi trong bai todn 2.

5. (I-)01 tlen) Cho mdt tap A céc loai tlen A= {al, a, ..., a, }, trong do
moi aj 1a ménh gia cua mot loai tién, a; 1a 50 nguyen duong. Van de
(101 tién duoc xac dinh nhu sau. Cho mot s6 nguyén duong ¢ (sd tién
can d01) hay tim s6 it nhat cac to tién vOi cac ménh gia trong A sao
cho tong cua chimg bang c. Gia thiét ring, mdi loai tién c6 du nhiéu,
va c6 mot loai tién c6 ménh gialal.
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6. Cho u va v 13 hai xau ky tu bat ky. Ta mudn bién ddi x4u u thanh xau
v bang cach str dung cc phép toan sau:
e Xod mot ky tu.
e Thém mot ky tu.
e Thay d6i mot ky tu.
Chang han, ta c6 thé bién doi x4u abbac thanh xau abcbe bang 3 phép
todn nhu sau:
abbac - abac (xo0a b)
—> ababc (thém b)
- abcbe (thay a bang c)
Co6 thé thay rang, cach trén khong t6i wu, vi chi can 2 phép toan. Van
dé dat ra 1a: hay tim s it nhat cac phép toan can thyc hién dé bién xau
u thanh xau v, va cho biét d6 1a cac phép toan nao.

7. Cho n dbi tuong, ta mudn sép xép n di tuong do theo thir ty dugce xac
dinh bdi cadc quan hé “<”va“ =", Chéng han, vé6i 3 ddi tuong A, B,
C chung ta ¢6 13 cach sip xép nhu sau:
A=B=C,A=B<C,A<B=C,A<B<C,A<C<B,A=C<B,
B<A=C,B<A<C,B<C<A,B=C<A,C<A=B,C<A<B,
C<B<A.
Hay tinh s cach sap xép n ddi tuong.

Trong céc bai toan sau, hiy dwa ra thuit toan duoc thiét ké bang
ky thuat quy lui:

8. M¢ 16 la mot luoi 6 vudng gdm n dong va n cot, cac dong va cac cot
dugce danh sd tir 0 dén n-1. Mot 6 vuong co thé bi cAm di vao hoic
khong. Tir mot 6 vudng c6 thé di dén 6 vudng ké no theo dong hoic
theo cot, néu 6 d6 khong bi cdm di vao. Can tim dudng di tir 6 vudng
O goc trén bén trai téi 6 & gbc dudi bén phai.

9. Cho s6 tu nhién n, hily cho biét tat ca cac day s6 tu nhién tang, c6 tong
bang n. Ching han, v&in = 6, ta c6 cac diy sau:
1,2,3
1,5
2,4
6

10.(Bai toan cap doi). Cho n doi tuong dwoc danh s6 0, 1, ..., n-1. Cho
P[1] [j] 1a s6 do su wa thich ctia doi twong 1 vo1 doi tugng j, P[i] [j] la
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s6 khéng am. Trong sd cua cip d6i (i, j) 1a tich P[i] [j] * P[j] [il.
Chung ta can tim mét cach cip doi sao cho mdi ddi tugng phai duoc
cap doi voi mot dbi tuong khac (gia s n chin) va hai d6i tuong khac
nhau can phai cip d6i voi hai ddi tugng khac nhau, va sao cho tong
céc trong sb cap doi 13 16n nhat.

11.Cho ban ¢d n x n va mdt vi tri xudt phat bat ky trén ban cd. Tim
duong di clia con ma tir vi tri xuat phéat sao cho né tham tat ca cac vi
tri ctia ban cd dung mot lan.

Thiét ké thuat toan giai cac bai toan sau ddy bang k§ thuat tham éin:

12.Quay lai bai toan doi tién trong bai tap 5. Hay dua ra mot thuat toan
khac dya vao y tu’ong sau. Tai moi buéc, véi s6 tlen con lai ta sir dung
loai tién c6 ménh gia 16n nhét trong cac loai tién con lai, va sir dung
sO O t6i da véi ménh gia d6. Hay chi ra rang, thuat toan c6 thé khong
cho ra cach d6i voi so to tién 1a it nhat.

13.Cho d6 thi vo huéng G = (V, E), trong d6 V 1a tap dinh, con E 1a tap
canh. M¢t tap U céac dinh dugc goi 1a mot phu, néu canh (u, v) € E thi
hoac dinh u hodc dinh v phai thudc U. Phu co s6 dinh it nhat duogc go1
1a pht nho nhat. Co6 thé xay dung tap U dan timg budc xuat phat tir U
rong, tai mdi budc ta thém vao U mot dinh v 1a dinh c6 bac 16n nhat
trong cac dinh khong cé trong U. Hiy viét ra thuat toan dya theo y
tudng trén. Thudt toan co cho ra phti nhé nhat khéng?

14.Hay dua ra mot thuat todn ngau nhién dé tao ra mot mé 16 (xem dinh
nghia mé 10 trong bai tap 8).
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CHUONG 17

SAP XEP

Sép xép 1a mot qua trinh bién d6i mot danh sach cac dbi twong thanh
mot danh sach thoa man mot thir tu xac dinh nao do. Sép xép doéng vai tro
quan trong trong tim kiém dir liéu. Chang han, néu danh sach da duoc sip
xép theo thir tu ting dan (hodc giam dan), ta c6 thé sir dung k¥ thuat tim
kiém nhi phan hiéu qua hon nhiéu tim kiém tudn ty... Trong thiét ké thuat
toan, ta ciing thudng xuyén can dén sip xép, nhiéu thuat toan duogc thiét ké

dua trén y tudng xu 1y céac ddi tuong theo mot thur tu xéc dinh.

Céc thuat toan sip xép duogc chia 1am 2 loai: sip xép trong va sap xép
ngoai. Sap xép trong dugc thyc hién khi ma cac d6i twong can sap xép duoc
lwu ¢ bd nhd trong cia may tinh dudi dang mang. Do d6 sap xép trong con
duogc goi 1a sap xép mang. Khi cic ddi twong can sap xép qua 16n can luu &
b6 nhd ngoai dudi dang file, ta can str dung cac phuong phap sip xép ngoai,
hay con goi 1a sip xép file. Trong chuong ndy, chung ta trinh bay cac thuét
toan sap xép don gian, cic thuat toan nay doi hoi thoi gian O(n®) dé sap xép
mang n ddi tuong. Sau do6 chung ta dua ra cac thuat toan phuc tap va tinh vi

hon, nhung hiéu qua hon, chi can thoi gian O(nlogn).

Mang can duoc sip xép c6 thé 1a mang s6 nguyén, mang céc so thuyc,
hodc mang cac xau ky tu. Trong truong hop tong quat, cac déi twong can
dugc sip xép chira mot sd thanh phan dit liéu, va ta can sip xép mang cic
d6i tuong d6 theo mdt thanh phan dit lidu ndo d6. Thanh phan dir liéu d6
dugc goi 1a khoa sdp xép. Chang han, ta c6 mot mang cac dbi tuong sinh
vién, moi sinh vién gém cac thanh phﬁn dit liéu: tén, tudi, chiéu cao,..., va ta
mudn sap xép cac sinh vién theo thr tu chidu cao ting, khi d6 chiéu cao 1a

khoa sép xép.
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Tur day ve sau, ta gia thiét rang, mang can dugc sap x€p la mang cac

d6i twong co kiéu Item, trong d6 Item 1a c4u trac sau:
struct Item

{
keyType key; // Khoa sip xép
// Cac truong dir liéu khéc
K
Vién dé sap xép bay gio duge phat biéu chinh xac nhu sau. Cho mang
A[0..n-1] chtra n Item, ching ta can sap xép lai cac thanh phan ctia mang A
sao cho:

A[0].key <= A[1].key <= .. <= A[n-1].key
171 CAC THUAT TOAN SAP XEP PON GIAN

Muc nay trinh bay cac thuat toan sip xép don gian: sip xép lua chon
(selection sort), sap xép xen vao (insertion sort), va sip xép ndi bot (bubble
sort). Thoi gian chay cua cac thuat toan nay 1a O(n?), trong d6 n 13 ¢& cua

mang.
17.1.1 Sip xép lwa chon

Y tudng cua phuong phap sip xép lua chon 13 nhu sau: Ta tim thanh
phan c6 khoa nho nhat trén toan mang, gia str d6 1a A[k]. Trao doi A[0] véi
A[k]. Khi d6 A[0] 1a thanh phan c6 khoa nhé nhat trong mang. Gia st dén
budc thur i ta da c6 A[0].key <= A[l].key <= ... <= A[i-1]. Bay gio ta tim
thanh phan c6 khéa nho nhat trong cac thanh phan tir A[i] t6i A[n-1]. Gia
thanh phan tim duogc 1a A[k], i <= k <= n-1. Lai trao doi A[i] v&i A[k], ta c6
A[0].key <=...<= A[i].key. Lap lai cho t61 khi 1 = n-1, ta c6 mang A dugc

sap x€p.

Vi du. Xét mang A[0...5] cc sd nguyén. Két qua thyc hién cac budc

da mo ta dugc cho trong bang sau
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A[0] A[l] A[2] A[3] A[4] A[5] I k
5 9 1 8 3 7 0 2
1 9 5 8 3 7 1 4
1 3 5 8 9 7 2 2
1 3 5 8 9 7 3 5
1 3 5 7 9 8 4 5
1 3 5 7 8 9

Sau day 1a ham sap xép luya chon:

void  SelectionSort(Item A[], int n)
// Sap xép mang A[0..n-1] véin >0

{
(1) for(inti=0;1<n-1;it+)
{
(2) int k=1;
3) for (intj=1+1; j<n;j++)
(4) if (A[j].key < A[k].key)
k=j;
(5) \ swap(A[i],A[k]);
h

Trong ham trén, swap 12 ham thuc hién trao d6i gia tri cta hai bién.

Phan tich sip xép lwa chon.

Than cua 1énh 1ap (1) 1a cac 1énh (2), (3) va (5). Cac 1énh (2) va (5) cb
thoi gian chay 1a O(1). Ta danh gia thoi gian chay cta 1énh 1ap (3). Sé lan
lap 1a (n-1-1), thoi gian thye hién 1€nh (4) 1a O(1), do d6 thoi gian chay cua
1énh (3) 1a (n-1-1)O(1). Nhu vay, than cda 1énh lap (1) co6 thoi gian chay ¢
lan 13p thr i 13 (n-1-1)O(1). Do @6 1énh lap (1) doi hoi thoi gian

(n-1-)0(1) = O(1)(1 + 2 + ...+ n-1)

2
i=0

=O(1)n(n-1)/2 = O(n?)

Vay thoi gian chay cua ham sdp xép lua chon 13 O(n?).
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17.1.2  Sip xép xen vao

Phuong phap sip xép xen vao 1a nhu sau. Gia sir doan dau ciia mang
A[0..i-1] (voi i >= 1) da dugc sip xép, tirc 13 ta di c6 A[0].key <= ... <=
A[i-1].key. Ta xen A[i] vao vi tri thich hop trong doan dau A[0..i-1] d&é nhan
dugc doan A[0..1] duoc sép xép. Véii = 1, doan dau chi c6 mot thanh phén,
duong nhién la da duogc sép. Lap lai qua trinh da mo ta voi1=2,...,n-1 ta cod

mang duoc sap.

Viéc xen A[i] vao vi tri thich hop trong doan dau Afo..i-1] dugc tién
hanh nhu sau. Cho chi sb k chay tir i, néu A[k].key < A[k-1].key thi ta trao
d6i gié tri cua A[k] va A[k-1], roi giam k di 1.

Vi du. Gia str ta ta c6 mang sd nguyén A[0..5] va doan dau A[0..2] da

dugc sap
0 1 2 3 4 5
1 4 5 2 9 7

Lic nay i =3 vak = 3 vi A[3] < A[2], trao dbi A[3] va A[2], ta ¢6

0 1 2 3 4 5
1 4 2 5 9 7
Dén day k=2, va A[2] < A[1], lai trao d6i A[2] va A[1], ta co

0 1 2 3 4 5
1 2 4 5 9 7

Luc nay k = 1 va A[1] >= A[0] nén ta dimg lai va c6 doan dau A[0..3] da

duoc sap

Ham sap x€ép xen vao dugc viét nhu sau:

void

{

InsertionSort (Item A[], int n)
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(1) for(inti=1;i<n;it++)
(2) for(intk=1;k>0;k--)
(3) if (A[k].key < A[k-1].key)
swap(A[k],A[k-1]);
else Dbreak;

}

Phén tich sap xép xen vao

S6 1an 1ap t6i da cua 1énh 1ap (2) 13 i, than cua 1énh lap (2) 1a 1énh (3) can
thot gian O(1). Do d6 thoi gian chay cua 1énh (2) 1a O(1)1. Thoi gian thuc
hién 1é€nh 1ap (1) 1a

nio(l)i =0()(1+2+...+n—-1)=0(n?)

17.1.3  Sip xép néi bot

Y tudng cua sép xép ndi bot 12 nhu sau. Cho chi sd k chaytr 0,1, ...,
n-1, néu hai thanh phin ké nhau khong dung trat tw, tac 13 A[k].key
>A[k+1].key thi ta trao d6i hai thanh phan A[k] va A[k+1]. Lam nhu vdy ta
day duoc dir liéu c6 khod 16n nhét 1én vi tri sau cing A[n-1].

Vi du. Gia st ta 6 mang sé nguyén A[0..4]= (6,1,7,3,5).Két qua thuc

hién qua trinh trén dugc cho trong bang sau:

A[0] A1l A[2]  A[3]  A[4]
6 1 7 3 5 Trao déi A[0] va A[1]
1 6 7 3 5 Trao ddi A[2] va A[3]
1 6 3 7 5 Trao ddi A[3] va A[4]
1 6 3 5 7

Lip lai qua trinh trén dbi v6i mang A[O,..., n-2] dé day dit liu co
khoa 16n nhat 1én vi tri A[n-2]. Khi d6 ta c6 A[n-2].key < A[n-1].key. Tiép
tuc 13p lai qua trinh da mo ta trén cac doan dau A[0..1], voi1=n-3, ...,1, ta

s€ thu dugc mang dugc sap . Ta c6 ham sap xép no1 bot nhu sau:
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void BubbleSort( Item A[], int n)

{

(1) for(inti=n-1; 1>0;1--)

(2) for (intk=0;k <i1;k++t)

(3) if ( Alk].key > A[k+1].key)
Swap(A[k],A[k+1]);

b

Tuong ty nhu ham sip xép xen vio ,ta c6 thé danh gia thoi gian chay cua
ham sap xép ndi bot 1a O(n*).

Trong ham BubbleSort khi thyc hi¢n Iénh 1ap (1), néu dén chi sd i
nao do, n-1 >1i> 1, ma doan dau A[0..i] 3 duoc sip, thi ta co thé dimg. Do
d6 ta co thé cai tién ham BubbleSort bang cach dwa vao bién sorted, bién
nay nhén gia tri true néu A[0..1] da duoc sép va nhan gia tri false néu nguoc

lai. Khi sorted nhan gia tri true thi 1€nh 1ap (1) s€ dung lai.

void BubbleSort (Item A[], int n)

{
for(inti=n-1;i>0;1--)
{
bool sorted = true;
for(intk=0;k <i1;k++)
if (A[k].key > A[k+1].key)
{
swap (A[k], A[k+1]);
sorted = false;
}
if (sorted) break;
h
i

17.2  SAP XEP HOA NHAP

Thuét toan sip xép hoa nhap (MergeSort) 13 mot thuat todn duogc
thét ké bang k¥ thuat chia - dé - tri. Gia st ta can sip xép mang A[a..b],
trong d6 a, b 1a cac s nguyén khong 4m, a b, a 1a chi s6 dau va b 14 chi sb
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cubi cia mang. Ta chia mang thanh hai méang con béi chi s6 ¢ nam giita a va
b(c=(a+b)/2). Cac mang con Ala..c] va A[c+1...b] dugc sip xép bang
cach goi dé quy thu tuc sip xép hoa nhap. Sau d6 ta hoa nhap hai mang con
Ala...c] va A[c+1...b] da duoc sép thanh mang Afa...b] dugc sép. Gia su
Merge(A,a,c,b) 1a ham két hop hai mang con da dugc sip Ala..c] va Afc+
1..b] thanh mang A[a..b] dugc sdp. Thuat toan sip xép hoa nhap dugc biéu

dién boi ham d¢€ quy sau.

void MergeSort( Item A[ ], int a, int b)

{
if (a<b)
{
int c = (a+b)/2;
MergeSort ( A, a, ¢ );
MergeSort ( A, c+1, b);
Merge ( A, a, c, b);
b
h

Cong viéc con lai cua ta la thiét ké ham hoa nhip Merge ( A, a, c, b),
nhiém vu cia nd 1a két hop hai nira mang da duoc sip Ala...c] va A[
c+1...b] thanh mang duoc sap. Y tudng ciia thuat toan hoa nhép 14 ta doc 1an
luot cac thanh phan cua hai nira mang va chép vao mang phu B[0..b-a] theo
dung thir ty ting dan. Gia sir i 1a chi sb chay trén mang con Ala...c], i dugc
khéitao 1a a;jla chi ) chay trén mang con A[c+1..b], j dugc khoi tao 1a ¢
+ 1. So sanh A[i] va A[j], néu A[i].key < A[j].key thi ta chép A[i] vao mang
B va tang i 1én 1, con néu nguoc lai thi ta chép A[j] vao mang B va ting j 1én
1. Lap lai hanh dong d6 cho dén khii vuot qué ¢ hoac j vuot qua b. Néu chi
s61 chua vuot qua ¢ nhung j dd vuot qua b thi ta can phai chép phan con lai
A[i...c] vao mang B. Tuong tu, néu i> ¢, nhung j < b thi ta can chép phan
con lai A[j...b] vao mang B. Chang han, xét mang sé nguyén A[ 5...14],
trong 46 A[5...9] va A[10...14] di duoc sap nhu sau:
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Bitdaui=5,j=10. Vi A[5]> A[10] nén A[10] = 3 dugc chép vao mang B
vaj=11.Talaicod A[S] > A[11], nén A[11] =5 dugc chép vao mang B va |
= 12. Bén day A[5] < A[12], ta chép A[5] = 10 vao mang B va i = 6. Tiép

tuc nhu thé ta nhan duogc mang B nhu sau:

3 5 10 12 15 20 | 21 26

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Pén day j=15>b=14,coni=8 <c =9, do d6 ta chép not A[8] =31 va
A[9] = 35 sang B dé nhan duoc mang B dugc sip. Bay gio chi can chép lai

mang B sang mang A. Him Merge duoc viét nhu sau:

void Merge( Item A[],int a, int ¢, int b)
/] a, ¢, bla cac sd nguyén khong am, a<c <b.
// Cac mang con Ala...c] va A[c+1...b] da duoc sép.
{ . .

Inti=a;

intj=c+1;

intk=0;

intn=b-a+1;

Item * B = new Item[n];

(1) while ((i<c+1) && (j<b+1))
if ( A [i]l.key < A[j].key)
B[k ++] = A[i+t];
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else B[k ++] = A[j ++];
(2)  while (1<c+1)
B[k ++] = A[i++];
(3) while(j<b+1)
B[k ++] =A[j ++];
1 = a;
(4) for(k=0;k<n;k++)
Ali ++] =B [K];
delete [] B;
h

Phan tich sip xép hoa nhap.
Gia str mang can sip xép Ala...b] c6 dd dain,n=b—a+1, va T(n) 1a
thoi gian chay ctia ham MergeSort (A, a, b). Khi d6 thoi gian thyc hién mdi
101 goi dé quy MergeSort (A, a, c) va MergeSort (A, ¢ + 1, b) 1a T(n/2).
Chung ta can danh gia thoi gian chay cia ham Merge(A, a, ¢, b). Xem xét
ham Merge ta thdy rang, cac 1énh lap (1), (2), (3) can thyc hién tat ca 1a n lan
lap, moi lan 1ap chi can thue hién mdt s6 ¢d dinh céac phép toan. Do d6 téng
thoi gian cua ba 1énh lap (1), (2), (3) 1a O(n). Lénh lap (4) can thoi gian
O(n). Khi thyc hi¢n ham MergeSort(A, a, b) véi a = b, chi mot phép so sanh
phai thuc hién, do d6 T(1) = O(1). Tur ham d¢ quy MergeSort va cac danh
gia trén, ta co6 quan h¢ dé quy sau
T(1) = O(1)
T(n) =2T(n/2) + O(n) v&i n>1
Gia str thoi gian thyc hién cac phép toan trong mdi lan lip & ham Merge 14
hang s6 d nio do, ta cé :
T(1) < d
T(n) < 2T(n/2) + nd
Ap dung phuong phap thé 1ap vao bat dang thic trén ta nhan duoc

T(n) < 2T(n/2) +nd
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< 22T/2)+2 ®?2)d+nd
< 2Tm/2%+nd+..+nd (klinnd)
Gia str k 14 s6 nguyén duong 16n nhét sao cho 1 < n /2" Khi do, ta co
T(n) <2T(1)+nd+...+nd (klinnd)
T(n) <(k+1)nd
T(n) < (1 +logn)nd
Vay T(n) = O (n log n).

17.3  SAP XEP NHANH

Trong muyc nay chiing ta trinh bay thuat toan sip xép duoc dua ra bai
Hoare, ndi tiéng voi tén goi 13 sdp xép nhanh (QuickSort). Thoi gian chay
cta thuat toan nay trong trudong hop xau nhat 1a O(n®). Tuy nhién thoi gian

chay trung binh 1a O(n logn).

Thuat toan sap xép nhanh dugc thiét ké boi k¥ thuat chia-dé-tri nhu
thudt toan sip xép hoa nhap. Nhung trong thudt toan sip xép hoa nhap,
mang Ala...b] can sip duoc chia don gian thanh hai mang con Ala..c] va
A[c+1..b] boi diém chia & gitta mang, ¢ = (a+b)/2. Con trong thuit todn sip
xép nhanh, viéc “chia mang thanh hai mang con” 1a mot qua trinh bién doi
phic tap dé tr mang Ala.b] ta thu duoc hai mang con Ala.k-1] va
A[k+1..b] théa man cac tinh chat sau :

Alil.key < Alk].key véimoii, a < i < k-1.
Aljl.key > A[k].key véimoij, k+1 < j < b.

Néu thuc hién duge su phan hoach mang A[a..b] thanh hai mang con
Ala.k-1] va A[k+1..b] thoa man cdc tinh chit trén, thi néu sip xép duoc cac
mang con d6 ta s& c6 toan bd mang Ala..b] duoc sip xép. Gia st Partition(A,

a, b, k) 1a ham phan hoach mang A[a..b] thanh hai mang con Afa..k-1] va
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A[k+1..b]. Thuat toan sip x&p nhanh 14 thuét toan dé quy duoc biéu dién boi
ham d¢ quy nhu sau :
void QuickSort(Item A[], inta, intb)

//Séap xép mang Ala..b] véia<b.

{
if (a <b)

{
int k;
Partition(A, a, b, k);
if(a<=k-1)
QuickSort(A, a, k—1);
if (k+1<=Db)
QuickSort(A, k+ 1, b);

}

Ham phan hoach Partition 13 thanh phan chinh cua thuat toan sip xép
nhanh. Van dé con lai 1a x4y dung ham phan hoach. Y tudng cua thuat toan
phan hoach 1a nhu sau. Dau tién ta chon mot thanh phﬁn trong mang Ala..b]
lam méc (pivot). Sau d6 ta chuyén tat ca cac thanh phan c6 khoéa nho hon
hodc bang khoa cia mbc sang bén trai mdc, chuyén tit ca cic thanh phan cé
khoa 16n hon khéa ciia moc sang bén phai mdc. Két qua 13, ta c6 moc dimg
¢ vi tri k, bén trai la mang con Afa..k — 1], va bén phai 1a mang con A[k +
1..b], cac mang con nay c6 tinh chat mong mudn, tirc 1a moi thanh phan
trong mang con Afa..k - 1] ¢6 khoa nho hon hay bang khoa cua A[k] va moi
thanh phan trong mang con A[k + 1..b] c¢6 khoa 16n hon khoa ctia A[k].

Chon mdc phan hoach nhu thé nao? Puong nhién 13, ta mong mudn
chon dugc phan tir am mdc sao cho két qua phan hoach cho ta hai mang con
bang nhau. Piéu nay 1a ¢6 thé 1am dugc, tuy nhién nd doi hoi nhiéu thoi gian
hon su can thiét. Vi vay, ta s€ chon ngay thanh phén dAu tién cua mang lam
mdc, tirc 12 pivot = A[a].key. Sau d6 ta st dung hai chi sd, chi sb left chay tir
trai sang phai, ban dau left = a + 1, chi s6 right chay tir phai sang trai, ban

dau right = b. Bién left s& ting va dimg tai vi tri ma A[left].key > pivot, con
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bién right s& giam va dung lai tai vi tri ma A[right].key < pivot. Khi d6 néu
left < right thi ta trao doi gia tri cua A[left] v6i A[right]. Qua trinh trén duoc
lap lai cho toi khi left > right. Luc nay ta d& thdy rang, moi thanh phan trong
mang A[a..right] ¢6 khoa nhé hon hay bang médc, con moi thanh phan trong
mang A[left..b] c¢6 khéa 16n hon mdbec. Cudi cung ta trao doi Af[a] va
Alright] dé dat mbc vao vi tri k = right. Him phan hoach duoc viét nhu sau :

void Partition( Item A[],inta, intb, int & k)

{
keyType pivot = Ala].key;
int left=a+1;

int right= b;
do {
while (( left <=right ) & (A[left].key <= pivot ))
left ++;
while (( left <= right ) & (A[right].key > pivot ))
right --;
if (left <right)
{
swap(A[left], A[right]);
left ++;
right --;
h
)
while (left <= right);
swap (A[a], A[right]) ;
k =right ;

}

Pé thdy dugc ham phan hoach 1am viéc nhu thé nao, ta hdy xét vi du

sau. Gia st ta can phan hoach mang s6 nguyén A[0..9] nhu sau :

8 |3 |17 12|16 |14 |7 |5 |13 |15

!

left right
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Lay mdc pivot = A[0] = 8, ban dau left = 1, right = 9. Chi s6 left ting va
dung lai tai vi tri left = 2, vi A[2] =17 > 8, chi ) right giam va dung lai tai
vi tri right = 7, vi A[7] =5 < 8. Trao doi A[2] voi A[7], dong thoi tang left

1én 1, giam right di 1, ta c6 :

8 |3 |5 126 |14 |7 (17|13 |15

N

left right

Pén day A[left] = 12 > 8 va A[right] = 7 < 8. Lai trao ddi A[left] véi
A[right], va tang left 1én 1, gidm right di 1, ta co :

8 |3 |5 |7 |6 |[14]12]17]13 |15

left right

Tiép tuc, A[left] = 6 < 8 nén left dugc ting 1én va ding lai tai left = 5 vi
A[5] > 8. A[right] = 14 > 8 nén right dugc giam di va dung lai tai right = 4,

vi A[4] < 8. Ta c6 hoan canh sau :

8 |3 |5 |7 |6 |14]12]17]13 |15

right left

Dén day right < left, ta dung lai, trao d6i A[0] voi A[4] ta thu dugc phan
hoach v6i k = right = 4.
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Phan tich sip xép nhanh

Chung ta can danh gia thoi gian chay T(n) cta thuit toan sip xép
nhanh trén mang A[a..b] c6 n phan tir, n =b —a + 1. Trudc hét ta can danh
gia thoi gian thyc hién ham phan hoach. Thoi gian phan hoach 1a thoi gian di
qua mang (hai bién left va right chay tir hai ddu mang cho téi khi ching gip
nhau), tai mdi vi tri ma left va right chay qua ta can so sanh thanh phan & vi
tri d6 véi mbce va cac trao do6i khi can thiét. Do d6 khi phan hoach mot mang
n phan tir ta chi can thoi gian O(n).

Thoi gian trong truwdong hop tot nhat. Truong hop tét nhat xay ra
khi ma sau mdi lan phan hoach ta nhan duoc hai mang con bang nhau. Trong
truong hop nay, tr ham dé quy QuickSort, ta suy ra quan hé d¢ quy sau :

T(1)=0(1)

T(n) =2 T(n/2) + O(n) véin> 1.

Pay 1a quan hé dé quy ma ta di gap khi phan tich sap xép hoa nhap. Nhu
vay trong truong hop tot nhat thoi gian chay cta QuickSort 1a O(n logn).

Thoi gian trong trwong hop xAu nhat. Truong hop x4u nhat 1a
truong hop ma sau mdi 1an phan hoach méang n phan tir ta nhan duoc méang
con n — 1 phan tir & mot phia ctia mdc, con phia kia khong c6 phan tir nao.
(D@ thiy rang truong hop ndy xay ra khi ta phan hoach mot mang di duoc
sap). Khi d6 ta c6 quan hé dé quy sau :

T(1)=0(1)

T(n)=T(n—-1)+O(m) véin>1
Taco:

T(1)=C

T(n)=T(n—-1)+nCvoéin>1
Trong d6 C 14 hang s6 nao d6. Bang cach thé lip ta co :

T(n) =T(1)+2C+3C+...+nC
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= C )i =Cn(n+1)2

Do d6 trong trudng hop xau nhat, thoi gian chay cua sap xép nhanh 1a O(n).

Thoi gian trung binh. Bay gio ta danh gia thoi gian trung binh Ty(n)
ma QuickSort doi hoi dé sip xép modt mang co6 n phan t. Gia st mang
Ala..b] chtra n phan tir duoc dua vao mang mot cach ngiu nhién. Khi d6
ham phan hoach Partition(A, a, b, k) s€ cho ra hai mang con A[a..k — 1] va
A[k + 1..b] v6i k 13 mét trong céc chi s6 tir a dén b véi x4c suat nhu nhau va
bang 1/n. Vi thoi gian thuc hién ham phéan hoach 13 O(n), tir ham QuickSort
ta suy ra quan hé d¢ quy sau :

n

Tom) = = 2 [ Tolk- 1)+ Tun - k)] + O(n)

Hay

n
1

Tp(m)= 7 < [ Tw(k - 1) + Typ(n - k)] + nC (D

Trong d6 C 14 hang s6 nao d6. Chu y rang

Z Ttb(k - 1) = Z Ttb(l’l - k)
k=1 k=1

Do d6 c6 thé viét lai (1) nhu sau :

m@zﬁ;'wkn+m @)

Trong (2) thaynbdin—1taco:
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n-1

Typn-1)= =

n-1

Tk -1)+(n—-1)C (3)
k=1
Nhan (2) véi n, nhan (3) véin — 1 va trir cho nhau ta nhan dugc

nTe(n)=Mm+1) Tp(n-1)+2n—-1)C

Chia dang thtc trén cho n(n + 1) ta nhan dugce quan hé dé quy sau :

Tp(m)  Tp(n-1) 2n-1
N+l = n + n(n+) C (4)

Str dung phép thé lap, tir (4) ta c6

Ty, (n) Ty (m-1) 2n-1
n+ - n + n(n+l) C
Ty (0 -2) 2n-3 2n-1

= n-1 T (n-Dn T n(n+l) C

Ty, (n) Ty, (1) n2j—1
n+ = 2 T ¢ Z

()

Ta c6 danh gia

z.z.l_l < n 2 < 2_|'dx < 2logn
o 11 +1) i1 | 1

Do d6 tir (5) ta suy ra

Ty, (n)
nt1 = O(logn)

hay Tg(n) =O(n logn).

Trong trudong hop x4u nhit, QuickSort doi hoi thoi gian O(n®), nhung
truong hop nay rét it khi xay ra. Thoi gian trung binh cta QuickSort 13 O(n
logn), va thoi gian trong truong hop xau nhat ciia MergeSort ciing 1a O(n
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logn). Tuy nhién thyc tién cho thiy rang, trong phan 16n cac trudng hop
QuickSort chay nhanh hon cac thuat toan sap xép khac.

174  SAP XEP SU DUNG CAY THU TU BQ PHAN

Trong muc nay chung ta trinh bay phuong phéap sap xép sir dung ciy
thir ty bo phéan (heapsort). Trong muc 10.3, ching ta biét raing mot cdy thir tu
bd phan n dinh c6 thé biéu dién béi mang A[0..n-1], trong d6 gdc cdy duoc
luu trong A[0], va néu mot dinh duoc luu trong A[i], thi dinh con trai (néu
c6) ctia n6 duge luu trong A[2*i + 1], con dinh con phai néu ¢ cta né duoc
luu trong A[2*i + 2]. Mang A thoa man tinh chat sau (ta s& goi 1a tinh chat
heap):

Ali].key <= A[2*i+1].key va
Ali].key <= A[2*i+2].key
véi moi chi s6 i, 0 <=1 <=n/2-1.

Véi mang thoa man tinh chat heap thi A[0] 13 phan tir c6 khod nho

nhat. Do d6 ta c6 thé dua ra thuat toan sip xép mang nhu sau.

Gia st mang can dugc sip 13 mang A[0..n-1]. Pau tién ta bién doi
mang A thanh méang thoa mén tinh chat heap. Sau d¢ ta trao d6i A[0] va
A[n-1]. Mang A[0..n-2] bay gio thoa man tinh chat heap véi moi i >= 1, trir i
= 0. Bién ddi mang A[0..n-2] dé no thoa man tinh chat heap. Lai trao d6i
A[0] va A[n-2]. Réi lai bién ddi mang A[0..n-3] tré thanh mang thoa man
tinh chat heap. Lap lai qua trinh trén, cudi cung ta s& nhan duoc méng
A[0..n-1] duoc sap theo thir ty giam dan:

A[0].key >= A[1].key >= ... >= A[n-1].key

Trong qua trinh trén, sau mdi lan trao d6i A[0] v6i A[m] (véi m=n-
1,...,1), ta s€ nhan duogc mang A[0...m-1] thod man tinh chat heap véi moi 1
>= 1, trir i = 0. Piéu nay c6 nghia 1 cay nhi phan duoc biéu dién bai mang
A[0..m-1] d3 thoa mén tinh chit th& tu bo phan, chi trir gbc. Dé no tré thanh
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cay thir ty bo phan, ta chi can day dir lidu luu & gbc xudng vi tri thich hop
trong cdy, bang cach sir dung ham ShiftDown (Xem muc 10.3.3).

Con mdt vin d& can giai quyét, 4o 1a bién d6i mang can sip xép
A[0..n-1] thanh mang thoa man tinh chat heap. Piéu nay c6 nghia 1 ta phai
bién db6i cay nhi phan duoc biéu dién boi mang A[0..n-1] thanh cay thi tu bo
phan. Mudn vay, véi i chay tir n/2-1 giam xudng 0, ta chi can st dung ham
SiftDown dé ddy dir liéu luu ¢ dinh i xudng vi tri thic hop trong cay. Day la
cach xay dung cdy thu tu bd phdn ma ching ta da trinh bay trong 10.3.2.

Bay gio ta viét lai ham ShiftDown cho thich hop véi sy sir dung nd
trong thuat toan. Gia sit mang A[a..b] (a < b) di thoa man tinh chét heap voi
moi 1 >= a+1. Ham ShiftDown(a,b) sau day thuc hi¢n viéc déy Ala] Xuéng
vi tri thich hop trong mang A[a..b] dé mang thoa man tinh chat heap v6i moi

1>=a.

void  ShiftDown(int a, int b)
{
int 1= a;
int j =2*1+1;
while (j <=b)
{
int k=j+1;
if (k <=b && Alk].key < A[j].key)
j =k
if (A[i].key > A[j].key)
{
swap(A[i,A[j]);
=3
j o= 2*%i+1;
b

else  break;

b
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St dung ham ShiftDown, ta dua ra thuat toan sip xép HeapSort sau
day. Can luu ¥ rang, két qua cua thuat toan 1a mang A[0..n-1] dugc sip xép
theo thir tu giam dan.

void  HeapSort(Item A[], int n)
//Sap x€p mang A[0..n-1] véin > 1

{
for (int i=n/2-1;1>=0;1--) o
ShiftDown(i,n-1); //Bién d61 mang A[0..n-1]
// thanh mang thoa man tinh chat heap
for (int i=n—1;i>=1;i-)
{
swap(A[0],A[i]);
ShiftDown(0,i - 1);
b
h
Phéan tich HeapSort.

Thoi gian thyc hién 1€nh 1dp (1) 1a thoi gian xay dung cay thu tu bod
phan ma ching ta da xét trong muc 10.3.2. Theo ching minh da dua ra trong
10.3.2, 1énh 1ap (1) chi doi hoi thoi gian O(n). Trong 1énh lip (2), sé 1an lip
la n-1. Than vong 1ap (2), véii=n-11a

swap(A[0LA[n - 1]);

ShiftDown(0,n - 2);
Day la cac 1énh thuc hién DeleteMin trén cay thir tu bo phan duoc biéu dién
bdi mang A[0..n-1], va dir liéu c6 khod nho nhét dugc luu vao A[n-1]. Trong
muc 10.3.1, ta di chung to rang DeleteMin chi can thoi gian O(logn). Nhu
vay than cua lénh lap (2) can thoi gian nhiéu nhat 1a O(logn). Do d6 1énh (2)
can thoi gian O(nlogn). Vi vay, thoi gian thuc hién HeapSort 1a O(nlogn).
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BAI TAP.

1. Cho mang cac ) nguyén (8, 1,4, 1, 5, 2, 6, 5). Hay sap Xép mang nay
bang cach st dyng:
a. Sap xép lya chon.
. Sip xép xen vao.
Sép xép ndi bot.
Sap Xép nhanh.
Sap x€p hoa nhap.
Sép xép sir dung cay th ty bo phén.

o a0 o

Can dua ra két qua thuc hién méi budc cia thuat toan.

2. Hay danh gia thoi gian chay cua cac thudt toan sap xép:
a. Sap x€p lya chon.
b. Sap X€p xen vao.
c. Sap xép nhanh.
d. Sap xép hoa nhap.

Trong cac truong hop sau:

a. Mang dau vao co tat ca cac phan tir ¢6 khoa bang nhau.
b. Mang dau vao di duogc sap.

3. Viét ham phan hoach mang Afa ...b] voi phan tir duoc chon lam mdc
la phan tir ding gitra mang, tirc 1a phan tor A[(a + b) / 2].

4. Mot thuat toan sap xép dugc xem 1a 6n dinh, néu trat ty cla cac phan
tir ¢6 khoa bang nhau trong mang dau Vao va trong mang ket qua la
nhu nhau. Trong céc thuat toan sap xep, thuat toan nao 1a 6n dinh,
thuat toan nao la khong 6 on dinh?

5. Cho méang chtra n so nguyén va mot s6 nguyén k. Ta mudn biét trong
mang c chira 2 s6 nguyén c6 tong bang k hay khong. Ching han, voi
mang (8,4, 1, 5, 6,3) vak =10 thi cau trd 161 1a c6, vi4 + 6 = 10.

a. Hay dua ra thuat toan khong st dung sip xép mang. Panh gia
thoi gian chay cua thuat toan.

b. Hiy dua ra thuit toan str dung sip xép mang, thuat toan chi doi
hoi thoi gian O(nlogn).

6. Phan tir nho nhét thi k (k =1, 2, ...) trong mang chura n phan tur
A[l...n] 1a phan tir p trong mang sao cho sO phan tir < p 1a <Xk, va 6
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phan tor < p la > k. Vi duy, trong mang A = (5,7,5,9,3,5) th1 phan tuor
nho nhat 13 3, con phan tr nho nhat thir 2, 3, 4 déu 1a 5, vi sd phan tur
< 51a 1, con s phan tir < 5 13 4. Hay dua ra thuat toan tim phan tir
nho nhat tht k trong mang. (Goi y: sit dung phuong phap phan hoach
nhu trong QuickSort dé bién doi mang di cho thanh mang A[l ...n]
sao cho phan tir nho nhat thir k 1a A[k], tc 1a voi 1 < i<k thi A[i] <
A[k], con voi k <j <nthi A[j] > A[k])
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CHUONG 18

CAC THUAT TOAN PO THI

Do thi 14 mot mé hinh toan hoc duoc st dung dé biéu dién mot tap ddi
tuong c6 quan hé véi nhau theo mdt cach nao do. Chéng han trong khoa hoc
may tinh, dd thi duoc sir dung dé mé hinh hoa mét mang truyén thong, kién
tric clia cac may tinh song song,... Rt nhiéu van dé trong céc linh vuc khac
nhu cong nghé dién, hoa hoc, chinh tri, kinh té.... cling c6 thé biéu dién boi
d6 thi. Khi mot van dé duoc mo hinh hod bai db thi, thi van dé sé duoc giai
quyét bang cach str dung cac thuat toan trén dd thi. Vi vay cac thudt toan do
thi c6 pham vi ap dung rong 16n va c6 tdm quan trong dic biét. Trong
chuong nay chung ta s& nghién ctru mot sé thuat toan quan trong nhit trén
dd thi: cac thuat toan di qua dd thi, cac thuat toan tim duong di ngén nhat,
tim cAy bao trim ngin nhét... Nghién ctru cic thut toan do6 thi con gitp ta
hiéu rd hon cach van dung cac k¥ thuat thiét ké thuat toan (d3 duoc trinh bay

trong chuong 16) dé giai quyét cac van dé cuy thé.
18.1 MOT SO KHAI NIEM CO BAN

Trong muc nay, chiing ta trinh bay mot s khai niém co ban vé d6 thi.
Mot dé thi dinh hwéng G = (V,E) gdm mot tap hitu han V cac dinh va mot
tap E cac cung. Mdi cung 1a mot cip c6 thir tu cac dinh khac nhau (u,v), tic
1a (u,v) va (v,u) la hai cung khac nhau.

Cung (u,v) s€ dugc goi 1a cung di tir dinh u té1 dinh v va duoc ky hiéu
1a u=>v. Trong biéu dién hinh hoc cung (u,v) s& duoc biéu dién boi mili tén

nhu sau
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Néu c6 cung u=>v, thi ta néi v 1a dinh ké véi dinh u. Trong cac tng
dung thyc té, khi ching ta quan tam dén mot tap cac ddi tuong véi mot quan
hé nao do, thi ta co thé sir dung d6 thi dé biéu dién: Cac dinh cua db thi 1a
cac dbi tuong d6 va néu ddi tugng A c6 quan hé véi ddi tuong B thi trong do
thi c6 cung di tir A dén dinh B.

Db¢é mo hinh hoa nhi€u van dé xuat phat tor cac linh vuc khac nhau,
chiing ta can phai sir dung do thi c6 trong so. D6 1a @6 thi ma mdi cung (u,v)
duoc gan véi mot s6 c(u,v). SO c(u,v) duge goi la trong so cua cung (u,v),

hay con dugc goi 1a gia hodc d¢ dai cua cung do.

Mot duong di trén dd thi G = (V,E) 1a mgt day hitu han cac dinh (vo,
Vi, ...,Vk), trong do cac dinh vy, vy, ...,vi 1a khac nhau, trtr ra co6 thé vo = v,
va co cung v; 2 v voi1=0, 1, ..., k-1. Chang ta s€ n6i duong di (vo, vy,
...,Vi) 1a duong di tir dinh v, déu dinh v,. Néu do thi khong c6 trong so thi
do dai cua duong di (vo, vy, ...,vx) dugc xem la béng k, con néu dd thi co
trong s6 thi d dai cua duong di d6 1a tong do dai cua cac cung trén dudng
di.

Mot duong di khép kin duoc goi 1a mdt chu trinh, hay noi cach khéc,
chu trinh 14 duong di tir mot dinh dén chinh né. Hinh 18.1 biéu dién mot d6
thi ¢6 trong s, dd thi ndy c6 mét chu trinh (A, B, C, A), tir dinh A dén dinh
D c6 hai duong di, duong di (A, B, D) c6 d6 dai 5 va duong di (A, B, C, D)
c6 do dai 14.

A 3 »(B
5 7 2
C 4 »(D

Hinh 18.1. M6t d6 thi dinh hwéng c6 trong so

Mot @6 thi vé hwong G = (V, E) gdm mot tap hitu han V cac dinh va

mot tdp cac canh E. Can luu ¥ rang, mdi canh cta do thi vo hudng 1a mot
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cap khong c6 thr tu cac dinh khac nhau, tic l1a canh (u,v) va canh (v,u) la

mot. Trong biéu dién hinh hoc, canh (u,v) duogc biéu dién boi doan théng ndi

O O

Chu ¥ rang, mdi d6 thi vo huéng déu co thé xem nhu dd thi dinh

hai dinh u va v:

huéng, trong d6 mdi canh (u,v) cia d6 thi vé hudng dugc xem nhu hai cung
u>v va v>u trong d6 thi dinh huéng. Sau nay khi khong néi r& ma chi noi
d6 thi thi ban doc can hiéu d6 1a d6 thi dinh hudéng. Mot s6 khai niém quan

trong khéc vé dd thi s& dugc dua ra sau nay khi can thiét.
18.2  BIEU DIEN PO THI

Dé giai quyét cac van dé cua d6 thi bang may tinh ching ta cin luu
giit d6 thi trong bo nhd ciia may tinh. Do d6 ching ta can dua ra cac phuong
phap biéu dién dd thi bdi cac cau trac dir liéu. Co nhiéu phuong phap biéu
dién d6 thi, nhung dugc st dung nhiéu nhat 13 hai cach biéu dién sau: biéu

dién do thi baing ma tran ké va bang danh sach ké.
18.2.1  Biéu dién do thi béi ma tran ké

Trong cac thuat toan do thi s& trinh bay sau nay, ching ta khong quan
tam toi cac thong tin vé cac dinh, vi vy chi cAn cho mdi dinh mot tén goi dé
phan biét né véi cac dinh khac. Do do, vai mét dd thi N dinh ta luon ludn

xem tap cac dinh ciano V= {0, 1,2, ..., N-1}.

Trong cach biéu dién do thi bsi ma tran k&, do thi N dinh dugc luu

trong mang A hai chiéu ¢& N, trong d6
Alu][v]=1 néucd cung (u,v)

Afu][v]=0 néu khong co cung (u,v)
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Chéng han, d6 thi trong hinh 18.2.a duogc biéu dién béi ma tran ké
trong hinh 18.2.b. Néu do thi 1 d0 thi ¢ trong sd thi thay cho méang bool ta

str dung mang cac sd, trong d6 A[u][v] sé& luu trong sb ciia cung u=>v.

Nhu vay, ta co thé biéu dién dd thi N dinh boi mang Graph dugc xac

dinh nhu sau:
const int N=...;

typedef bool Graph[N][N];

0 1 2 3 4
0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
2 1 0 0 1 1
3 0 0 0 0 0
4 0 0 0 1 0
(b)
0 » 1 » 3 °
1 > 2 » 4 .
o) » 0 » 3 » 4 .
3
4 » 3 .
(©)

Hinh 18.2. Biéu dién d0 thi béi ma trian ké va danh sanh ké.
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18.2.2  Biéu dién d thi béi danh sach ké

Trong cach biéu dién ndy, véi mdi dinh ta 1ap mot danh sach cac dinh
ké dinh d6. Cac danh sach nay co thé c¢6 do dai rat khac nhau, vi vay ta td
chtrc danh sach ndy dudi dang danh sach lién két, mdi thanh phan cta danh
sach nay s& chta sd hiéu cua mot dinh ké va con tro tro toi thanh phan di
sau. Chung ta s& str dung mot mang A luu cac con trod tré ti dau mdi danh
sach, trong d6 A[i] luu con tré trd t6i ddu danh sach cac dinh ké véi dinh i.
Chéng han, dd thi trong hinh 18.2.a. duogc biéu dién boi clu trac dit litu
trong hinh 18.2.c.

Céu trac dir lidu biéu dién d6 thi bang danh sach ké duoc mé ta nhu

sau:
struct  Cell
{
int vertex;
Cell * next;
¥

const int N=...;
typedef Cell* Graph[N];

Chu ¥ rang, néu d6 thi 1a do thi c6 trong s thi trong cau trac Cell ta can

thém vao mot bién dé luu trong sb cia cung.
So sanh hai phwong phap biéu dién @ thi

Uu diém cua phuong phap biéu dién d6 thi boi ma tran ké 13, bang
cach truy cip toi thanh phan A[i][j] ctia mang ta biét ngay duogc c6 cung (i,j)
hay khong va d6 dai cta cung d6 (néu 1a d6 thi c¢6 trong sd). Nhung phuong
phap nay doi héi mang can c6 N x N thanh phan néu d6 thi c6 N dinh. Do d6
s& lang phi bo nhé khi ma sb dinh N 16n, nhung do thi chi c6 it cung. Trong
truong hop nay, néu biéu dién d thi bang danh sach ké ta s& tiét kiém duoc

bd nhd. Tuy nhién, trong cach biéu dién d6 thi boi danh sach k&, mudn biét
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c6 cung (i,j) hay khong va do dai ctia no bang bao nhiéu, ta lai phai tiéu tén

thoi gian dé duyét danh sach cac dinh ké cta dinh i.
18.3  PIQUA PO THI

Di qua d6 thi (hay con goi 1a duyét d6 thi) c6 nghia 1a ta can “tham”
tat ca cac dinh va cung cua dd thi theo mét trat tu nao d6. Giai quyét nhiéu
van dé cua 1y thuyét d6 thi doi hoi ta can phai duyét do thi. Vi vay, cac ky
thuat di qua d6 thi dong vai tro quan trong trong vi¢c thiét ké cac thuat toan
dd thi. Chéng han, bﬁng cach duyét dd thi, ta c6 thé dua ra thuat giai cho céc
van dé: d6 thi c6 chu trinh hay khong? D6 thi 6 lién théng khong? Tur dinh
u bat ky ta c6 thé di t6i dinh v bat ky khac hay khong?

C6 hai k¥ thuat di qua d thi: di qua do thi theo bé rong va di qua do

thi theo d sau.
18.3.1 Pi qua do thi theo bé rong

Viéc di qua dd thi theo bé rong dugc thyuc hién bé‘mg cach su dung k¥
thuat tim kiém theo bé rong (Breadth-First Search). Y tudng cua tim kiém
theo bé rong xuit phat tir dinh v 1a nhu sau. Tir dinh v ta 1an luot di tham tat
ca cac dinh u k& dinh v ma u chua duge tham. Sau do, dinh nao dugc thim
truge thi cac dinh ké no cling s¢ dugc tham trudc. Qua trinh trén sé duogc
tiép tuc cho t6i khi ta khong thé tham dinh nao nita. Ta can quan tim tdi cac
dic diém sau cta ky thuat nay:

Tai mdi bude, tir mot dinh da dugce tham, ta di thim tat ca cac dinh ké
dinh d6 (tirc 12 tham theo bé rong).

Trat tu cac dinh duoc tham la: dinh nao duoc tham trudce thi cac dinh
ké ctia no ciing phai dugc tham trudc.

Pé luu lai vét cua cac dinh d3 duoc thim, ching ta sir dung mot hang
doi Q. Mdi khi dén tham mét dinh thi dinh d6 duoc xen vao dudi hang doi
Q. Thuat toan tim kiém theo bé rong xuét phat tir dinh v duoc biéu dién boi
ham BFS(v) (viét tat ciia cum tir Breadth-First Search)
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BFS(v) ‘ ,
//Tim ki€m theo bé rong xuat phat tur v.

(1) Khéi tao hang doi Q rong;
(2) Panh dau dinh v di duoc thim;
(3) Xen v vao hang doi Q;
(4) while (hang doi Q khong rong)
{
®)) Loai dinh w & dau hang doi Q;
(6) for (mdi dinh u ké w)

(7) if (u chua dugc tham)
{ :
(8) Danh dau u da duogc tham;
9) Xen u vao duoi hang doi Q;
§

} // hét vong lap while.
}

Str dung ham BFS ta c6 thé d& dang di qua db thi. Pau tién, tat ca cac
dinh cta do thi duoc danh ddu chua dugc thim. Ly dinh v bat ky 1am dinh
xuat phat, sir dung BFS(v) dé thim cac dinh. Sau d6 néu con c6 dinh chua
duoc tham, ta lai chon mot dinh bat ky trong s6 cac dinh d6 1am dinh xuit
phat dé di tham. Tiép tuc cho t6i khi tat ca cac dinh cua dd thi da duoc tham.
Sau day 1a thuat toan di qua d6 thi G theo bé rong.

BFS-Traversal (G) .
// Bi qua d6 thi G=(V, E) theo bé rong

{

(10) for (mdi v €V)
(11) banh dau v chua dugc tham,;
(12) for (mdiv V)
(13) if (v chua dugc tham)
(14) BFS(v);
}

Panh du cac dinh chua thim, da tham béng cach nao? Gia st dd thi
c¢6 N dinh va cac dinh cua dd thi dugc danh sb tir 0 dén N-1. Khi d6 ta chi
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can sir dung mang bool d ¢& N, dé danh dau dinh v chua thim (da thim) ta
chi can dat d[v] = false (d[v] = true). Tuy nhién, trong cac Gng dung cu thé,

ta can str dung mang d dé ghi lai cac thong tin ich loi hon.
Phan tich thuit toan di qua do thi theo bé rong.
Thoi gian thuc hién cac dong Iénh (10), (11) 1a O(|V]). Thot gian thuc

hién cac dong Iénh (12) — (14) la téng thoi gian thyc hién cac 161 goi ham
BFS(v). Thot gian chay ciia BFS(v) 1a thoi gian thuc hién vong 1ap (4). Chu
¥y rang, mdi dinh dugc dua vao hang doi (dong 1énh (3) va (9)) va bi loai
khoi hang doi (dong 1énh (5)) dung mot 1an. Véi mdi dinh w khi bi loai khoi
hang doi, ta can thuc hién 1énh (6), tac la can xem xét tat ca céc cung (w,u).
Néu dd thi dugc cai dit bai danh sach ké, thi khi thuc hién cac 101 goi ham
BFS(v), thot gian truy cép tdi1 cdc cung cua dd thi 1a O(|E|). Tém lai, thyc
hién cac 151 goi ham BFS(v) ta can thuc hién mot s hanh dong véi tat ca cac
dinh va cung cua dd thi. V&i mdi dinh, ta can thuc hién cac hanh dong (5),
(8), (9) véi thoi gian O(1). V&i mdi cung (w,u), ta chi can kiém tra xem u da
tham hay chua (dong (13)). Do d6 tong thoi gian thuc hién cac 101 goi ham
BFS(v) trong vong lap (12) 1a O(|V| + |E|). Nhu vay, thuét toan di qua do thi
G = (V.E) c¢6 thoi gian chay 1a O(|V| + |E|) trong d6 |V| 1a s6 dinh, con |E| 1a

s0 cung cua do thi.

Bay gid, chiing ta dua ra mot vai ung dung cua k¥ thuét di qua d6 thi

theo bé rong.

Van dé dat t6i. Gia str v va w 12 hai dinh bt ky, ta mudn biét tir dinh v
c6 duong di téi dinh w hay khong? Néu c6 duong di tir v toi w thi dinh w
dugc goi 1a dinh dat toi tir v. D& dang thay rang, khi xuét phat tir dinh v thi
stt dung ham BFS(v) ¢6 thé dén tham tat ca cac dinh dat toi tir v. Ban dau tat
ca cac dinh dugc danh diu 1a chwa thim, rdi goi ham BFS(v). Néu w duoc
danh du da tham thi ta két luan w dat toi tir v. Bang cach nay, néu do thi
khong c6 trong s thi khong nhiing ta co thé biét dugc dinh w co dat toi tir
dinh v khong, ma trong truong hgp w 1a dinh dat tdi, ta con tim dugc duong
di ngan nhat tir v t6i w (bai tap)
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Tinh lién thong va thanh phan lién théng cua d6 thi v hudng.

Mot @6 thi vo hudéng duoc goi 1a lién thong néu co dudng di giira hai dinh
bat ki. Néu d6 thi vo huéng khong lién thong, thi mdi do thi con lién thong
cuc dai 1a mot thanh phén lién thong. Chéng han, d6 thi vo huong trong hinh
18.3. ¢6 hai thanh phan lién théng, mot thanh phan lién thong 13 cac dinh
{A,B,C}, va mot thanh phan lién thong khac 13 {D,E}.

A ®

0, ®

Hinh 18.3. Thanh phan lién thong ciia d6 thi v hwéng.
Khong khé khin thdy rang, 10i goi ham BFS(v) cho phép ta xac dinh

thanh phan lién thong chira dinh v. Do d0, st dung tim kiém theo bé rong,
ban doc dé dang dua ra thuat toan cho phép xac dinh mot d6 thi vo huéng cé
lién thong hay khong, néu khong thi d6 thi c6 may thanh phan lién thong, va

mdi thanh phan lién thong gdm céac dinh nao (Bai tap).
18.3.2 Pi qua do thi theo d¢ siu

Dé di qua db thi theo d6 sau chung ta cdn dén k¥ thuat tim kiém theo
d6 sau (Depth-First Search). Y tudng cta tim kiém theo do sau xuat phat tir
dinh u bat ky cta do thi 1a nhu sau. Tir dinh u ta dén tham mot dinh v ké
dinh u, r6i lai tir dinh v ta dén thim dinh w ké v, va ct thé tiép tuc chung
nao c6 thé duoc (ttc 13 ludn ludn di sdu xudng tham). Khi dat téi dinh v ma
tai v ta khong di tham tiép duoc thi ta quay lai dinh u va tir dinh u ta di tham
dinh v’ khac k& u (néu c6), rdi tir v’ lai di tham tiép dinh k& v’,... Qua trinh
trén sé& tiép dién cho t&i khi ta khong thé t6i thim dinh nao nita. Qua trinh
trén s€ dam bao réng, dinh nao duoc tham sau thi cac dinh ké cua no s& duge

tham trudc.
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Thuét toan tim kiém theo do sdu xuét phat tr dinh u dugc mo ta badi
ham DFS(u) (viét tit ciia cym tir Depth-First Search). C6 thé biéu dién ham
DFS(u) boi ham khong dé quy bang cach sir dung mot ngan xép dé luu vét
ctia cac dinh trong qua trinh di tham. Cu thé 13, néu ta dang & thim dinh v thi
ngin xép s& luu cac dinh trén duong di tir dinh xuét phat u di din ta dén
dinh v. Hdim khong d¢ quy DFS(u) dugc viét tvong ty nhu ham tim kiém
theo d6 sau khong dé quy trén cay (bai tip). Thay cho sir dung ngin xép, dé
dam bao dinh nao dugc thim sau thi cac dinh ké cua né phai dugc tham
trude, ta co thé st dung cac 101 goi dé quy. Ham dé quy DFS(u) s& chta cac
dong 1énh sau:

for (mdi dinh v ké u)

if (v chua dugc tham) )
DFS(v);  // Goi d¢ quy thdm theo dJ sdu xuat phat tor v

Chung ta s& str dung mang T dé danh dau cac dinh chwa tham hoic da
tham. Dé danh dau dinh v chua tham, ta dit T[v] = 0, va néu v da dugc thim
thi T[v] s& luu mot gia tri ndo d6 > 0. Chung ta s& dung T[v] dé luu thoi
diém ma v duoc dén thim (thot diém duoc ké tr 1, 2, ...). Bén canh mang T,
chung ta sit dung mang S, trong d6 S[v] sé& luu thoi diém ma ta da hoan
thanh thim tat ca cac dinh dat téi tir dinh v (thoi diém nay ciing ké tir 1, 2,

).

Vi du. Gia st ta tim kiém theo dd sau trén do thi hinh 18.4.a. xuét
phat tir dinh b. Khi d6 T[b] = 1. Pi theo cung (b,a) dé thim dinh a, nén T[a]
= 2. Pi theo cung (a,c) dé tham dinh ¢, T[c] = 3. Luc nay khong thé tir ¢ di
tham tiép, nén S[c] = 1. Quay lai dinh a, theo cung (a,d) dén tham d, T[d] =
4. Tur d khong di tham tiép dugc dinh nao nita, do d6 S[d] = 2...Khi thuc
hién tim kiém theo d6 sau tir dinh v thi mot cay géc v dugc tao thanh. Trong
cdy nay, néu ta di theo cung (a,b) dé tdi thim dinh b, thi dinh b 1a con cua
dinh a trong cdy. Mot diéu can luu v 13, trong cay nay T[v] chinh 1a s6 thir tu
trude cua dinh v khi ta di qua cay theo thtr tu trudce, con S[v] 1a s6 thir tu sau

cua v khi ta di qua cay theo thir tu sau. Chéng han, khi tim kiém theo do sau
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trén d6 thi 18.4.a. ta c¢6 cdy trong hinh 18.4.b, trong d6 T[v] duoc ghi trén
dinh v, con S[v] duoc ghi dudi v.

a )¢ ir >
c)e d )< e
)

&
(a
1

N
5% j

1

(b)

Hinh 18.4. CAy tao thanh khi tim kiém theo d6 sau.

Thuat toan di qua dd thi theo do sau bat dau bang viéc danh dau tit ca
cac dinh chua duoc thim. St dung bién i dé dém thoi diém dén tham mdi
dinh va bién k dé dém thoi diém da tham hét cac dinh ké caa mbi dinh.

Thuat toan lya chon dinh u bat ky lam dinh xuat phat, va goi ham
DFS(u) dé thuc hién tim kiém theo d6 sau tir dinh u. Sau khi hoan thanh
DFS(u), néu con c6 dinh chua duoc thim, thi mot dinh xuét phat moi duoc
lwva chon va tiép tuc tim kiém theo d6 siu tir dinh d6. Viéc danh sd th tu
trude (boi mang T) va danh sé thir tu sau (bdi mang S) duoc thuc hién trong
ham DFS().

DFS-Traversal(G)
//B1 qua do6 thi G = (V,E) theo d0 sau
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{

for (mdi dinh u € V)

{
T[u] = 0; //Panh du u chua tham.
S[u] = 0;
h
int i = 0;
int k = 0;

for (mdi dinh u € V)
if (T[u]==0) //binhu chua dugc tham.

DFS(u);
¥
DFS(u)
// Tim kiém theo d6 siu tir dinh v
{ .
1++;
Tlu] = 1
for (mdi dinh v ké u)
if (T[v] == 0)
DFS(v);
k++;
S[u] = k;
}

D@ dang thay rang, thoi gian chay cta thuat toan di qua do thi theo do
sau ciing 1a O(|V|+E|). Béi vi vdi mdi dinh u € V, ham DFS(u) dugc goi
dung mot 1an, va khi goi DFS(u) ta can xem xét tat ca cac cung (u,v) (vong

lap for (mdi dinh v ké u)).

Tai sao khi di qua dd thi theo dd sau chung ta da st dung hai cach
danh sb cac dinh: danh s6 theo thir tu trude (mang T) va danh sb theo thir tu
sau (mang S)? Ly do 13 cac cach danh sb nay s& gitip ta phan 16p cic cung
ctia 40 thi. St dung su phan 16p cac cung cia dd thi s& gitip ta phat hién ra
nhiéu tinh chat quan trong cua dd thi, chéng han, phat hién ra dd thi c6 chu
trinh hay khong.
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Phéan 16p cac cung

Khi tim kiém theo d6 sau xudt phat tir dinh v thi mét cdy goc v duogc
tao thanh. Do d6 khi ta di qua dd thi theo do siu thi mot rung cay dugc tao
thanh. Trong rimg ciy nay, cac cung cua do thi duoc phan thanh bon 16p

sau:
e Cdc cung cay: D¢ la cac cung lién két cac dinh trong mot cay

e Cic cung tién: D6 1a cac cung (u,v) trong d6 u va v nam trong

cung mdt cay vau la to tién cua v.

e Cic cung nguogc: Do 1a cac cung (u,v), trong dé6 u va v ndm

trong cung mdt cay va u la con chau cua v.

e Ciéc cung xién: D6 1a cac cung (u,v), trong d6 u va v nam trong
hai cay khac nhau, hodc chiing nam trong cung mgt cady nhung

u khong phai 14 t6 tién ciing khong phai 14 con chau cia v.

Vi du. Xét @6 thi trong hinh 18.5.a. Dau tién ta tim kiém theo do sau

Xuat phat tir dinh c, sau do trong s6 cac dinh khong dat toi tir ¢, ta chon dinh
a lam dinh xudt phat dé di tham tiép. Két qua ta thu dugc hai cay trong hinh
18.5.b. Vi hai cay nay, cac cung (c,f), (f,c), (f,d), (c,b), (a,h), (a,g) la cac
cung cdy. Cung (c.e) 1a cung tién, cung (d,e) 1a cung nguoc. Cac cung (d,e),
(a,b), (g,h) 12 cac cung xién. Can luu ¥ rang, rimg cay duoc tao thanh khi di
qua dd thi khong phai 1a duy nhét, vi nd phu thudc vao su lua chon cac dinh
xut phat, va do d6 su phan 16p cac cung ciing khong phai 1 duy nhét.
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Hinh 18.5. Pi qua @6 thi theo d) siu va phan 16p cic cung.
Chung ta dé dang bo xung thém vao ham DFS() c4c lénh can thiét dé

gin nhin cac cung cua do thi, bang cach s dung céac luat sau dy. Gia st ta
dang o dinh u (khi d6 T[u] # 0) va di theo cung (u,v) dé dén v, khi d6 ta c6
cac luat sau:

e NéuT[v]=0 (tic v chua duoc thim) thi (u,v) 1a cung cay.

e Néu T[v] # 0 (tirc v di dugc thim) va S[v] = 0 (chwa hoan

thanh tham cac dinh ké v) thi (u,v) 1a cung nguoc.
e Néu T[v]# 0 va S[v] = 0 va T[u] < T[v] thi (u,v) la cung tién.
e Néu T[v] # 0 va S[v] # 0 va T[u] > T[v] thi (u,v) 1a cung xién.

Chung ta c¢6 nhan xét rang, néu (u,v) 1a cung cdy, cung tién hodc cung
xién thi S[u] > S[v]. C6 thé thdy diéu nay trong su phan 16p cac cung trong
hinh 18.5.b, & d6 S[u] duoc ghi dudi mdi dinh u.
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C6 thé ching minh duoc rang, db thi khong c6 chu trinh néu va chi
néu nod khong c6 cung ngugc. Vi vy, bang cach di qua do thi theo do sau va
phan 16p cac cung, néu khong phat hién ra cung nguoc thi d6 thi khong c6

chu trinh.

184 PO THI PINH HUONG KHONG CO CHU TRINH VA SAP
XEP TOPO

Mot 16p dd thi quan trong 13 cac d6 thi dinh huéng khéng cé chu
trinh. Hinh 18.6 1a mdt vi du cua dd thi dinh huong khong cé chu trinh. N6
dugc goi tat 1a DAG (viét tat ciia cum tir Directed Acylic Graph). DAG 1a
truong hop riéng cua dd thi dinh huéng, nhung tong quat hon khai niém cay.

@A T

T e

Hinh 18.6. P thi dinh hwéng khong c6 chu trinh.

Nhiéu dang quan h¢ trén mot tap dbi tuong co thé biéu dién bai DAG.
Chéng han, quan h¢ thir tu by phan trén mdt tap A cé thé biéu dién boi
DAG, trong d6 mdi phén tr cia A 1a mot dinh cua dd thi, va néu a < b thi
trong dd thi sé ¢6 cung tur dinh a dén b. Do tinh chat cua quan h¢ th ty bd
phan, d6 thi nay khéng c6 chu trinh, do d6 né 1a mot DAG.

Gia st chung ta c6 mdt dé an bao gém nhiéu nhiém vu. Trong qua
trinh thue hién, mot nhiém vu c6 thé chi duoc bat dau thuc hién khi mot sb
nhiém vu khac d hoan thanh (d& thiy diéu nay & cac dé an thi cong). Khi d6
ta c6 thé sir dug DAG dé biéu dién dé an. Mdi nhiém vu 12 mot dinh cua dd

thi. Néu nhiém vu A can phai dugc hoan thanh trudc khi nhiém vu B bt dau
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thuc hién, thi trong dd thi sé& c6 cung di tir dinh A dén dinh B. Gia st tai mdi
thoi diém ta chi thuc hién duge mot nhiém vu, 1am xong mot nhiém vy moi
c6 thé bit dau lam nhiém vu khac. Nhu vay ta phai sép xép cic nhiém vu dé

thuc hién sao cho thod man cac doi héi vé thoi gian gifta cac nhiém vu.

Vién dé sap xép topo (topological sort) dugc dit ra nhu sau. Cho G =
(V,E) 1a mot DAG, ta can sip xép cac dinh cta dd thi thanh mot danh sach
(ching ta s& goi 1a danh sach topo), sao cho néu c6 cung (u,v) thi u can phai
ding trudc v trong danh sach do. Vi dy, véi DAG trong hinh 18.6 thi danh
sach topo 1 (A, C, B, D, E, F). Can luu ¥ rang, danh sach topo khong phai 1a
duy nhat. Chfmg han, mot danh sach topo khac cua DAG hinh 18.6 1a (A, B,
D,C,E, F)

Trong muc 18.5.2, chung ta di chi ra rang, co6 thé sir dung k¥ thuat di
qua d0 thi theo do sdu dé phat hién ra do thi 1a c¢6 chu trinh hay khong. Sau
day ta s& str dung k¥ thuat di qua dd thi theo d6 sau dé sinh ra mot danh sach
topo cta dd thi dinh huéng khéng c6 chu trinh.

Nhé lai ring d6 thi khong cé chu trinh, thi trong rimg cdy duoc tao
thanh khi di qua d6 thi theo do sau chi ¢ ba loai cung: cung cdy, cung tién
va cung xién. Mat khac, néu (u,v) 1a mot trong ba loai cung do, thi S[u] >
S[v] (trong d6, S[u] 14 sb thtr ty sau cta dinh u khi ta di qua d6 thi theo d6
sau). Nhu vy, S[u] 1a cach danh sé cac dinh trong danh sach topo theo thir

tu nguoc lai, Ttr d6 ta dé dang dua ra thuat toan sép Xép topo.

Thuat toan sip xép topo (TopoSort) sau ddy s& st dung ham dé quy
TPS(u), ham nay thyc chat 1a ham tim kiém theo d6 sdu DFS(u), chi khac 1a

thay cho viéc danh s thtr tu sau S[u], ta ghi u vao dau danh sach topo

TopoSort(G)
//Sép xép cac dinh cua d6 thi dinh huéng
//khong c6 chu trinh G =(V,E) thanh danh sach topo.
{
for (mdi dinh u € V)
Panh diu u chua dugc thim;
Khéi tao danh sach topo L rong;
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for (mdi dinh u € V)
if (u chua tham)
TPS(u);

TPS(u)
{
Panh dau u da tham;
for (mdi dinh v ké u)
if ( v chua tham)
TPS(v);
Xen u vao dau danh sach L;

18.5 DUONG DI NGAN NHAT

Ching ta d3 chi ra trong muc 18.3.1 rang, d6i v6i dd thi khong co
trong s0, ta co thé st dung k¥ thuat tim kiém theo bé rong dé tim duong di
ngan nhat tir mot dinh tdi cac dinh khac. Dbi véi do thi ¢6 trong s, van dé

tim duong di ngan nhat s& kho khan, phirc tap hon.

Trong muc nay chiing ta s& trinh bay cac thuit toan tim duong di ngin
nhit trong d0 thi c6 trong s6, véi trong sb ciia cac cung 14 cac sb khong am,
d6 ciing 1a truong hop hay gip nhét trong cac tng dung. Chung ta s& gia
thiét rang, G = (V,E) 1a d0 thi 6 trong sd, tap dinh V.= { 0,1, ..., n-1} va do
dai cia cung (u, v) 1 sb c(u,v) >= 0, néu khong c6 cung (u,v) thi c(u,v) = co.
Nhic lai rang, néu (vo, vi,..., Vi), k >= 1, 1a duong di tir dinh v, t6i dinh vy
thi d6 dai cua dudng di nay 14 tong do dai cua cac cung trén dudng di.

Chung ta xét hai van dé sau:

e Tim dudng di ngan nhét tir mot dinh ngudn tdi cac dinh con lai.

e Tim dudng di ngan nhat giita moi cip dinh caa do thi.

18.5.1  Puwong di ngin nhit tir mdt dinh ngudn
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Thuat toan dugc trinh bay sau day la thuat toan Dijkstra (mang tén E.
Dijkstra, ngudi phat minh ra thuat toan). Thuat todn nay dugc thiét ké dua

vao k¥ thuat tham an.

Ta xé4c dinh dudong di ngan nhat tir dinh ngudn s t&i cac dinh con lai
qua cac budc, mdi bude ta xac dinh duong di ngan nhat tir ngudn toi mot
dinh. Ta luu cac dinh d3 x4c dinh dudng di ngan nhat tir ngudn t&i ching
vao tap S. Ban dau tip S chi chira mot dinh ngudn s. Chung ta s& goi dudng
di tu nguén s t61 dinh v 1a duong di dac biét, néu duong di do6 chi di qua cac
dinh trong S, tc 1a cac duong di (s = vy, Vi,...,Vi.1,Vk = V), trong do vy, vy,
...Vi.1 € S. Mot mang D duoc st dung dé lwu d6 dai cua duong di dac biét,
D[v] 1a d6 dai duong di dac biét tur nguén t6i v. Ban dau vi S chi chira mot
dinh nguon s, nén ta 1dy D[s] = 0, va D[v] = ¢(s,v) véi moi v # s. Tai mdi
budc ta s€ chon mdt dinh u khong thudéc S ma D[u] nho nhat va thém u vao
S, ta xem D[u] 13 do dai duong di ngan nhit tir ngudn t6i u (sau nay ta s&
chtrng minh D[u] dung 1a d6 dai dudng di ngin nhat tir ngudn téi u). Sau khi
thém u vao S, ta xac dinh lai cac D[v] v6i v & ngoai S. néu d6 dai duong di
dic biét qua dinh u (vira dugc chon) dé téi v nho hon D[v] thi ta iy D[v] 1a
d6 dai duong di d6. Bude trén day duoc Lip lai cho t6i khi S gdm tat ca cac
dinh cta do thi, va lac d6 mang D[u] s& luu d6 dai dudng di ngin nhat tir
ngudn t6i u, véi moi ue V.

Dijktra (G,s) i ‘
//Tim duong di ngan nhat trong dé thi G = (V,E) tir dinh ngudn s

{ ‘
Khoi tao tap S chi chira dinh nguon s;
(1)  for (mdi dinh veV)

D[v] = ¢(s,v);
D[s] = 0;
while (V-S # )
{
(2) chon dinh u € V - S ma D[u] nhé nhit;

S=Su{ul; //bdosunguvao$
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for (mdiv e V-S) //x4c dinh lai D[v]
3) if (D[u] + ¢(u,v) <D[v])
D[v] =D[u] + c(u,v);

}

Trong thuat ton trén day, ching ta méi st dung mang D dé ghi lai do
dai duong di ngin nhat tir ngudn tdi cac dinh khac. Mudn luu lai vét cua
duong di, ta sir dung thém mang P, trong d6 P[v] = u néu cung (u,v) nam
trén duong di dic biét. Khi khoi tao, trong vong lap (1) ta can thém lénh
P[v] =s (vi ta d3 di toi v tir ngudn s). Khi xac dinh lai D[v], ta can xac dinh
lai P[v], trong 1énh (3) can thém 1énh P[v]=u.

Vi du. Xét do thi dinh hudng trong hinh 18.7a. Ching ta can tim
duong di ngan nhat tir dinh ngudn 1a dinh 0. Két qua cac budc cia thuat toan
Dijkstra 4p dung cho dd thi d6 duoc cho trong 18.7b. Trong d6, budc khoi
tao dugc cho trong dong dau tién. Thuc hién buée 1, trong D[v], v&i v=1, 2,
3, 4 & dong déu tién, thi D[3] = 2 1a nho nhit nén dinh 3 duogc chon. Ta xé4c
dinh lai cac D[v] cho cac dinh con lai 1, 2 va 4. Chi c6 D[1] la nhé di va
D[1]=3, viD[3] +¢(3,1) =2+ 1 =3 < 0. Tiép tuc thuc hién cac budc 2, 3,
4 ta thu duoc d6 dai duong di ngan nhat tir dinh 0 t6i cac dinh 1, 2, 3, 4 duoc
cho & dong cudi cung trong bang, chang han do dai duong di ngin nhat tir 0
toi 2 1a D[2] = 6 va d6 1a do dai cua duong di 02>4->2.
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Budce Pinh u duogc V-S D[1] D[2] DI[3] D[4]
chon
Khéi tao - 1,2,3,4 o0 9 2 5
1 3 1,2, 4 3 9 2 5
2 1 2,4 3 7 2 5
3 4 2 3 6 2 5
4 2
(b)

Hinh 18.7. Minh hoa cac budc cua thuit toan Dijkstra

Tinh ding din cia thuit toan Dijkstra.

Chung ta s& ching minh rang, khi két thiic thuat toan, tirc 1a khi S =
V, thi D[u] s& 1a d6 dai duéng di ngin nhat tir dinh ngudn t6i u véi moi u
S = V. biéu nay duoc ching minh bang quy nap theo ¢& ctia tap S. Khi S chi
chtra dinh ngudn s thi D[s] = 0, dwong nhién gia thiét quy nap ding. Gia sir
rang tai mot thoi diém nao d6 ta da c6 D[a] 1a do dai dudng di ngan nhat tir
nguén to1 a, voi moi dinh a € S, va u 1a dinh dugc chon béi Iénh (2) trong
thuat toan dé bo sung vao S. Ta can ching minh rang khi d6 D[u] 1a d6 dai
duong di ngan nhét tir ngudn téi u. Mdi khi bd xung thém vao tip S mot
dinh moi (1énh(2)), thi cac dinh v con lai khong nam trong S duoc xac dinh
lai D[v] boi 1énh (3). Tir 6 bang quy nap, dé dang ching minh dugc nhan
xét sau: Néu a 1a dinh bat ky trong S va b 1a dinh bat ky ngoai S thi D[b] <=
D[a] + c(a,b). Gia sir ta c6 mot dudng di bat ky tir ngudn s téi u, do dai cua
n6 duogce ky hi¢u 1a d(s,u). Gia str trén dudng di do a 1a dinh sau cung & trong

S va b 1a dinh dau tién & ngoai S nhu trong hinh vé sau:

DLLD VW
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Theo cach chon dinh u (1énh(2)), D[u] 13 nhé nhét trong sé cac dinh ¢
ngoai S. Vi vay, D[u] <= D[b]. Theo nhan x¢ét da dua ra ¢ trén, D[b] <= D[a]
+ ¢(a,b). Mit khac, theo gia thiét quy nap, D[a] 12 do dai dudng di ngan nhat
tur nguén t6i a. Do d6, néu ky hi¢u d(s,a) 1a d¢ dai doan dudng tur s té1 a, con

d(b,u) la d¢ dai doan dudng tir b tdi u, ta co
D[u] <= D[b]
<= DJ[a] + c(a,b)
<= d(s,a) + c(a,b)
<= d(s,a) + c(a,b) + d(b,s)
= d(s,u)

Nhu véy ta dd chimg minh dwge D[u] nhé hon hodc bang do dai d(s,u) cta

duong di bat ky tir ngudn s toi u.

Trong thuat toan Dijkstra, tai mdi budc ta can chon mét dinh u khong
nam trong S ma D[u] 12 nho nhat (1énh (2)), va sau d6 vé6i cac dinh v con lai
khong nam trong S, D[v] c6 thé bi giam di béi 1énh (3). Vi vy dé cho 1énh
(2) duoc thuc hién hi¢u qua, ta co thé sir dung hang uu tién P (xem chuong
12) dé cai dat tap dinh V - S véi khoa cua dinh v € V - S 1a D[v]. Chung ta

co thuat toan sau:

Dijkstra(G,s)
{

(1)  for (mdi dinh v € V)

D[v] = c(s,v);

D[s] = 0;
(2)  Khoi tao hang uu tién P chira cac dinh v # s voi khoa la D[v];
(3) while (P khong rong)
{

(4) u = DeleteMin(P);
(5) for (mo61 dinh v ké u)
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if (D[u] + c(u,v) <DJ[Vv])

{
D[v] =DJ[u] + c(u,v);
(6) DecreaseKey(P,v,D[V]);
b

Thoi gian chay cta thuat toan Dijkstra

Lénh 13p (1) can thoi gian O(|V)), trong d6 |V| ky hiéu sb dinh cia d6
thi. Ta c6 thé khai tao ra hang wu tién P (1énh(2)) véi thoi gian 1a O(|V))
(xem muc 10.3.2). Sé lan ldp trong 1énh lap (3) 13 |V|. Trong mdi lan lap,
phép toan DeleteMin doi hoi thoi gian O(log|V|); do d6, tong thoi gian thuc
hién cac 1énh (4) 1a O(|V|log|V|). Tong sb lan lap trong cac 1énh lap (5) trong
tit ca cac lan 1ap cua 1énh 1ap (3) toi da 13 sé cung cta d6 thi |E|. Trong mdi
lan 1dp d6, nhidu nhat 1a mot phép toan DecreaseKey (1énh(6)) dugc thuc
hién. Phép toan DecreaseKey chi can thoi gian O(log(|V]) khi ta cai dit hang
uu tién P bdi cay tht tu b phan (xem 12.2). Vi vay, thoi gian thuc hi¢n céc
lénh lap (5) trong cac lan lap cua l1énh lip (3) 1a O(|E|log|V|). Tong két lai,
thoi gian chay cua thuat toan Dijkstra, néu ta sir dung hang wu tién duoc cai
dat béi cay thir tu bd phan, 1a O(|V|log|V| + |E|log|V]).

18.5.2 Puwong di ngin nhit giira moei cip dinh

Pé tim duong di ngan nhat gitra moi cip dinh ching ta c6 thé cho
chay thuat toan Dijkstra vi dinh nguén trong mdi lan chay 1a mét dinh cua
d6 thi. Do d6 thoi gian tim duong di ngan nhit giita moi cip dinh cia do thi
bang sir dung thuat toan Dijkstra sé 1a O(|V[*log|V| + |V|[E[log|V)).

Bay gi¢ chung ta trinh bay thuat toan Floyd, thuat toan nay duoc thiét
ké dua trén ky thudt quy hoach dong. Gia st dd thi ¢6 n dinh dugce danh sb
tr 0 dén n-1, V = {0,1,..,n-1}, va do dai cung (i,)) 1a c(i,j). Ta ky hi€u Si la
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tap cac dinh tir 0 dén k, Sy = {0,1, ...k}, k <= n-1. Goi Ax(i,)) 1a d6 dai
duong di ngin nhat tir dinh i t6i dinh j nhung chi di qua cac dinh trong tap
Sk. Khi k = n-1, thi S;.; =V va do d6 A,.(i,j) chinh 1a duong di ngin nhét tir
i toi j trong 6 thi da cho.

Trong truong hop don gian nhat, khi Sy rong (k = -1), A,(i,j) 1a @6 dai
dudng di ngan nhét tir i dén j nhung khong qua dinh nao ca, do d6 A_i(i,j) 1a
do dai cua cung (i,)), tirc 1a A (1,)) = c(i,)). Gia str ta da tinh duoc cac Ay(i,)),
Ai(1,)),. .., Ak1(i,)), ta tim cach tinh cac Ay(i,j) thong qua cac Ay(i,j). Trude
hét ta c6 nhan xét rang, néu dinh k ndm trén dudng di ngan nhat tir dinh i t6i
dinh j, thi doan duong tir 1 t&1 k va doan duong tur k to1 j phai la duong di
ngin nhit tir i t6i k va tir k t6i j twong Gmg. Néu A(i,j) 1a d6 dai duong di
khong qua dinh k, torc 1a duong di nay chi di qua cac dinh trong Sy ; thi
Ai(ij) = Ai(ij). Néu A(i,j) 1a do dai cia duong di qua dinh k, thi trén
duong di ndy doan tir 1 téi k c6 do dai 1a Ay (i,k), con doan dudng tur k tdi |
c6 do dai 1a Ayi(k.j) (do nhan xét di dua ra). Do dd, ta co thé tinh A(i,j) boi

cong thuc sau:
A1) = min( Ai(i,j) , Ara(ik) + Aeaky) )

Str dung mang A[i][j] dé luu d6 dai dudng di ngin nhat tir i dén j, ban
dau duoc khai tao 1a c(i,j). Sau d6 véi mdi k=0, 1, .., n-1 ta cap nhat A[i][j]

theo cong thure tinh A(1,)), ta c6 thuat toan sau

Floyd (G)

// Thuat toan tim dudng di ngan nht giita moi cip

// dinh trén d6 thi G = (V,E), V.= {0,1,...,n-1}

{

(1) for(1=0;1<n;it++)
for(j=0;j<n;j++)

2) Ali][j] = c[illj];

(3) for(k=0;k<n;k+t)
for(1i=0;1<n;it++)

for(j=0;j<n;j+t)
4) if (A[i][k] + A[K][j] < A[i][j])
Ali]lj] = Al[K] + A[K][j];
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}

Chiing ta dé dang danh gia duoc thoi gian chay cua thuat toan Floyd.
S6 lan 1ap cta 1énh gan (2) trong 1énh l3p (1) 1a O(|V/[). S6 1an 1ap cia 1énh
(4) trong 1énh l3p (3) 1a n’, va do d6 thoi gian chay cua lénh lip (3) 1a
O(|[V]). Vi vay thuat toan Floyd doi hoi thoi gian O(|V[)

Vi du. Ap dung thuat toan Floyd cho d6 thi sau

Sau khi thyc hién 1énh 1dp (1), mang A luu do6 dai cac cung (i,))

0 1 2 3

0 0 5 o0 o0

A= 1 50 0 15 5
2 30 o 0 15

3 15 o 5 0

Sau d6 1an lwot véik =0, 1,2, 3 ta cap nhat lai cc gia tri trong mang
A theo 1énh (4) chang han véi k = 0, A[2][0] + A[0][1] =30 + 5 =35 <
A[2][1] = =, vi vay gia tri mdi cua A[2][1] 1a 35.

Véi k=0
0 5 o 0
A= 50 0 15 5
30 35 0 15
15 20 5
Véi k=0
0 5 0 o0
A= 50 0 15 5
30 35 15
15 20 5 0
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Vi k=1

0 5 20 10
A= 50 0 15 5

30 35 0 15

15 20 5 0
Vi k=2

0 5 20 10
A= 45 0 15 5

30 35 0 15

15 20 5 0
Vi k=3

0 5 20 10
A= 20 0 15 5

30 35 0 15

15 20 5 0

Mubdn luu lai vét ciia dudng di ngin nhit giita moi cdp dinh, trong
thuat toan Floyd ta st dung thém mang P, trong d6 P[i][j] luu dinh k néu
duong di ngan nhat tr i toi j tim dugc boi thuat toan Floyd di qua dinh k.
Khi khéi tao trong 1énh lip (1), ta dat P[i][j] = -1 vi ban dau A[i][j] = k.
Bang cach d6 ta tim dugc, chang han duong di ngan nhat tir dinh 1 t6i dinh 0
la duong di 12>3-20.

18.6 CAY BAO TRUM NGAN NHAT

Trong muc ndy ching ta s€ nghién clru cac thuit todn tim cdy bao
trim ngan nhat. Gia st G = (V,E) 1a d6 thi vo huéng lién thong. Mot tap T
cac canh cua do thi G sao cho chung khong tao thanh chu tinh va ndi tat ca
cac dinh cua dd thi dugc goi 1a cay bao trum cia d6 thi. Gia st G 1a d6 thi c6
trong $0, trong ) (do dai) caa canh (u,v) € Elac(u,v)>=0va néu khong cé
canh (u,v) thi ta xem c(u,v) = oo. Trong dd thi vo hudng lién thong c6 trong
s6, chiing ta quan tAm tdi tim cAy bao trim ngan nhit , tirc 1a cdy bao trum T

ma tong d6 dai cac canh trong cdy T 14 nho nhét.
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Vi du. V&i d6 thi trong hinh 18.8a, cdy bao trim ngin nhét ctia do thi
nay dugc cho trong hinh 18.8b. Cay nay gém cic canh {(0,3), (3,4), (1,2),
(2,4), (2,5)} vado dai cuand la 17.

Hinh 18.8. Mot ciy bao trim ngin nhat

Cay bao trum ngén nhét c6 nhiéu ung dung trong thuc té. Chéng han,
trong viéc thiét ké mang truyén thong. Khi d6, c6 thé mo hinh hoa cac dia
diém 1a cac dinh cua dd thi, cac canh cta do thi biéu dién céc duong truyén
ndi cac dia diém. Gia cta cac canh 13 gia thi cong cac dudng ndi. Viéc tim
cac duong ndi voi tong gia thap nhat chinh 13 tim cdy bao trim ngin nhat.

Can lyu ¥ rang, néu d6 thi G c6 n dinh, thi cay bao trim T c6 dung n-

1 canh.

Céc thudt toan tim cdy bao trum ngin nhit s& dugc trinh bay dudi day
déu duoc thiét ké theo k¥ thuat tham an. Y tuwéng chung cta céc thuat toan
nay 1a: ta xay dung tdp T cac canh dan timg budc xuét phat tir T rdng. Trong
mdi budce lip, ta s& chon canh (u,v) ngén nhat trong cac canh con lai dé dua

vao tap T. C6 hai phuong phap chon trong mdi budc lip. Trong phuong
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phap thu nhét (thuét toan Prim), canh dugc chon & mdi budc 1a canh ngén
nhét trong cac canh con lai, sao cho n6 cung vdi cac canh da chon tao thanh
d6 thi lién thong, khong co chu trinh (tirc 13 tao thanh mot cdy). Con trong
thuat toan Kruskal, canh dugc chon & mdi budc 1a canh ngén nhét khong tao

thanh chu trinh vo1 cac canh da chon.

18.6.1  Thuat toan Prim

Gia st U la tap cac dinh ké céac canh trong tdp canh T. Ban dau tap U
chtra mot dinh tuy chon cua dd thi G, con T rong. Tai mdi bude lip, ta s&
chon canh (u,v) ngén nhitmau e Uvav e V - U, rdi thém dinh v vao tap
dinh U va thém canh (u,v) vao tap canh T. Piéu d6 dam bao rﬁng, sau moi
budc T ludn ludn 13 mot cay. Tiép tuc phat trién cay T cho t6i khi U=V, ta
nhan duoc T 1a cay bao trum. Thuat toan Prim la nhu sau
Prim(G,T)

//Xay dung cdy bao trium ngan nhét T cua d6 thi G

{
U = {s}; //Khoi tao tap U chi chua mét dinh s

T = &;  //Khéi tao tap canh T rong.

while (U #V)
{
chon (u,v) 1a canh ngin nhat véiu e Uvav e V- U;
U=Uu {v};
T=Tu {(uv};
h
b
4
-------- Foeenes @@ 9
R A
S O SN PR O BRI O SIS L0
% N b s
Oy O
(a) (b)
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Hinh 18.9. Phat trién cay T theo thuit toan Prim.

Pé thiy thuat toan Prim lam viéc nhu thé nao, ta hiy xét dd thi trong
hinh 18.8a. Gia sir ban dau U chta dinh 0 va T rng nhu trong hinh 18.9a.
Trong s6 cac canh (0,1), (0,3) va (0,4) thi canh (0,3) Ia ngén nhét, ta chon
(0,3) dua vao tap T. Lac nay T = {(0,3)}, U = {0,3}, nhu trong hinh 18.9b.
Trong s cac canh (0,1), (0,4), (3,1), (3,2) va (3,4), canh ngin nhit (3,4)
dugc chon. Pén day, T = {(0,3), (3,4)} va U = {0, 3, 4} nhu trong hinh
18.9¢. O céc buéde tiép theo , cac canh (4,2), (2,1), (2,5) s€ lan luot duogc
chon dé thém vao T va ta nhan dugc T tuong ung trong cac hinh 18.9d-
18.9f. Két qua ta nhan dugc cdy bao trim T trong hinh 18.9f.

Tinh ding din cia thuit toan Prim.

Chung ta s& chimg minh ring, ciy bao truim T dugc xdy dung boi
thuat toan Prim 13 cdy bao trim ngin nhat. Gia s T’ 1a mot cay bao trim
ngan nhat va T khong chta canh (u,v) cua cay T. Ching ta s& bién doi cay

T’ thanh cdy T, chra canh (u,v) sao cho T, ciing 14 cdy bao trim ngin nhit.
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Vi (u,v) 1a mét canh trong cay T nén (u,v) la canh dugc chon dé dwa vao T
theo 1énh (1) trong thuat toan Prim, tic 13 (u,v) 12 canh ngan nhat véiu € U
vav e V - U. Nhung (u,v) khong thudc cdy T, nén néu ta thém canh (u,v)
vao cay T’ thi canh (u,v) cung v6i1 duong di tir dinh u té1 dinh v trong cay T’
s€ tao thanh mdt chu trinh. Trén dudng di tir u t61 v trong cdy T’ ta goiu’ 1a
dinh sau cting & trong U va v’ 1 dinh ddu tién & trong V - U, nhu trong hinh

sau.

Trong cdy T’ néu ta thay canh (u’,v’) bdi canh (u,v) thi ta s& nhan
dugc cay T,. Nhung c(u,v) <= c(u’,v’), nén cay T; cling la cdy bao trum
ngin nhét va T, chta (u,v). Néu cay T, con khong chira canh (u;,v,) cta cay
T thi ta lai bién doi cay T, thanh cay T, chua (u;,v;) va T, cling 1a cay bao
trum ngan nhat. Tiép tuc, ctng lam 13 sau m phép bién d6i (m<=n- 1, n 1a
sb dinh cua db thi), ta s€ nhan dugc cay T, chta tat ca cac canh cla cay T,
tacla T,,=T:

T=Ty2>T,2..2>2T,=T

TAt ca cac cay T; (1=1,2,...,m) déu la cay bao trum ngén nhat, va do d6
T=T,, ciing 13 cdy bao trim ngin nhat.

Bay gio chiing ta xét xem can phai cai dit tdp V - U nhu thé nao dé co
thé thyc hién hiéu qua hanh dong (1) trong thuat toan Prim. D& dang thay
rang, c6 thé cai dat tap V - U boi hang wu tién voi khod cta dinh v, key[v],

la do dai caa canh (u,v) ngan nhat véiu € U.
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Str dung mang near[v] dé ghi lai dinh u € U, u la dinh gan v nhat. Ban
dau vi U chi chira mot dinh s, nén v6i moi v # s ta khai tao key[v] = c(s,v),
va near[v] = s. Sau d6 trong mdi budc ldp cua thuat toan Prim, ta loai dinh v
c¢6 khoa nho nhat khdi hang uu tién va thém canh (near[v],v) vao tip T. Sau
khi dinh v dugc bd xung vao U thi voi cac dinh con lai w trong hang uu tién,
khoa ctia n6 c6 thé giam, can phai cap nhat. Chung ta c6 thé mo ta thuit toan

Prim mdt cach cu thé hon nhu sau.

Prim(G,T)

T = @&; //Khoi tao tap canh T rong
for (mdi dinh v € V)
{
key[v] = ¢(s,v); //s1a dinh bat ky
near[v] = s;
}
Khéi tao hang uu tién P chua tit ca cac dinh v # s
N v6i khoa cua v 1a key[v];
while (P khong rong)
{
v = DeleteMin(P);
T = T v {(near[v],v)};
for(mSiwkéVVéw eP)
if (e(v,w) <key[w] )
{
DecreaseKey (P,w,c(v,w));
near[w] = v;

h
}

Chung ta c6 nhan xét rang, dong diéu khién cta thuét toan Prim trén
la giéng hét thuat toan Dijkstra, do do ta co thé két luan réng, néu str dung
hang uu tién trén dugc cai dat bdi cay tha ty bo phan, thi thoi gian chay cua
thuat toan Prim ciing 1a O(|V|log|V| + [E[log|V|). Nhung G = (V,E) la do thi
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vO huong lién thong, nén |E| >= |V] - 1. Do d6, thoi gian chay cua thuét todn
Prim 1a O(|E|log|V]).

18.6.2  Thuat toan Kruskal

Thuat toan Kruskal ciing dugc thiét ké theo k¥ thuat tham an. Tap T
cac canh duge xay dung dan timg budc xuat phat tir T rong. Nhung khac véi
thuat toan Prim, tai mdi budc trong thuat toan Kruskal, canh (u,v) duoc chon
thém vao T la canh ngén nhat trong cac canh con lai va khong tao thanh chu
trinh v&i cac canh da c6 trong T. Van dé dit ra 13, tai mdi bude khi xét canh
(u,v) ngdn nhat trong cac canh con lai, 1am thé nao dé biét dugc (u,v) co tao

thanh chu trinh v&i cac canh da c6 trong T hay khong?

Chu y réng, mot tap T cac canh khong tao thanh chu trinh s€ phan
hoach tap dinh V cua dd thi thanh mot ho cac tap con khong cit nhau, mdi
tap con gdm céac dinh duoc ndi voi nhau boi cac canh trong T va hai dinh
nam trong hai tap con khac nhau thi khong dugc ndi véi nhau. Khi ta xét
canh (u,v) ngén nhat trong cac canh con lai, néu ca hai dinhu va v cung nam
trong mot tap con, thi vi tit ca cac dinh nim trong tap con nay di duoc ndi
voi nhau, nén mot chu trinh s¢ duoc tao ra khi ta thém vao canh (u,v); con
néu u, v nim trong hai tdp con khac nhau, thi khi thém (u,v) va T s€ khong
c6 chu trinh nao dugc tao ra. Thudt toan Kruskal sit dung CTDL ho céc tap
con khong cit nhau (xem chuong 13) dé bao tri ho cac tap con cac dinh dugc
phan hoach béi tap T. Khi xét canh (u,v), ta ap dung phép Find(u), Find(v)
dé tim tap con chita u va tip con chta v. Néu Find(u) # Find(v) thi ta thém
(u,v) vao T, rdi 4p dung phép toan Union(u,v) dé hop nhét tdp con chira u va
tap con chira v thanh mot. Thuéat toan Kruskal dugc mo ta nhu sau

Kruskal(G,T)
//Xay dung ciy bao trium ngan nhat T cua do thi G = (V,E).
{
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T = &;

Séap xép céac canh (u,v)eE thanh mot danh sach L khong giam
theo d0 dai;

Khoi tao mot ho tap con, mdi tap con chira mot dinh ve V;

k = 0; //Bién dém sb canh duoc dua vao T

do {
Loai canh (u,v) & dau danh sach L (trc 1a canh ngén nhat
trong cac canh con lai);
1 = Find(u); //1ladai biéu cta tap con chtra u
j = Find(v);
if(i#j])
{
T =Tu{@uv)};
Union(u,v); //Léy hop cua cac tap con chtrau va v.
k++;
}
}

while (k < [V] - 1);
i

Vi du. Lai xét dd thi hinh 18.8a. Céac canh cua d6 thi duoc sép Xép
thanh danh sach ting dan theo d¢ dai nhu sau :

L=((3,4), (1,2),(0,3), (0.4), (2,5), (2,4), (0,1), (1,3), (2,3), (4,5))
Ban dau T rong, mdi dinh cua d thi & trong mot tip con nhu trong hinh
18.10a. Lan luot cac canh (3,4), (1,2), (0,3) duoc thém vao T, ta ¢c6 T nhu
trong cac hinh 18.10b-18.10d. Trong hinh 18.10d, ho cac tap con la {0,3,4},
{1,2} va {5}. Canh tiép theo duoc xét 1 canh (0,4). Ca hai dinh 0 va 4 thuoc
cung tap con {0,3,4}. Xét canh tiép theo trong danh sach L, canh (2,5). Pinh
2 thudc tap con {1,2}, dinh 5 thudc tap con {5}, vi vay (2,5) duoc thém vao
T, ta c6 T nhu trong hinh 18.10e. Canh tiép theo (2,4) ciing dugc thém vao
T, lac nay T chtra di 5 canh, ta dimg lai. Cay bao trum ngan nhit 1a cay T
trong hinh 18.10f.
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Hinh 18.10 Phat trién tap T theo thuit toin Kruskal .

Thoi gian chay cua thuit toan Kruskal.

Thoi gian chay cua thudt todn nay phu thudc vao cach cai dat ho cac
tap con khéng cit nhau boi cac cdy hudng 1én (up-tree) (xem muc 13.3).
Thoi gian sip xép cac canh (1énh (1)) 1a O(/E|log|E|). Cha ¥ rang, vi G =
(V.E) la dd thi vo hudng lién thong, nén

[VI-1 <= [E] <= 12(V[ - [V))
Tir d6 ta suy ra, [E| = O(|V[?) va log [E| = O(log|V|). Vi vy thoi gian sap xép
trong 1é€nh (1) 1a O(|E[log|V|). Thoi gian thuc hién Iénh (2) 1a O(|V|). Bay gio
ta danh gia thoi gian cta 1énh 1ap (3). SO t6i da cac 1an lap 1a O(|E|). Trong
mdi 1an 1dp ta can thuc hién cac phép tim (4), (5) va phép hop (6). Theo dinh
1y 13.2 (myc 13.3), thoi gian thyc hién 1€nh 1dp (3) 1a O(|E[log*|V|). Do do
thoi gian chay cua thudt toan Kruskal 1a O(|E|log|V| + [E|log*|V|) =
O([E[log|[V).

Tinh diing din cia thuat toan Kruskal.
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Ta can chimg minh rang, cdy T duoc xay dung bai thuat toan Kruskal
1a cay bao trim ngdn nhat. Gia st T = {ey, €,,...,en1}, n = |V], trong d6 e, 1a
canh duogc chon dé thém vao T & budce tht k k=1,...,n-1).Giasa T la
mot cdy bao trim ngin nhat ctia dd thi. Néu T” chira tat ca cac canh trong T,
thi T =T’. Gia st ¢; 1a canh dau tién trong T ma T’ khong chira e;. Néu ta bd
xung canh e; vao T’ thi mgt chu trinh s€ duoc tao ra (e, €’y,..., €’x). Trong
cac canh e’y,..., €’ thudc T’ phai c6 mot canh khong thudce T, gid sur canh do
la e’;. Theo gia thiét vé e;, thi cac canh ey,...,e.; thudc T°, néu e’; khong tao
thanh chu trinh ey,...,e;.;. Do d0, theo cach chon canh e; & budc 1 cua thuat
toan, c(e;) <= c(e’;j) (0 day ta ky hi€u c(.) la do dai cua canh). Bay gio trong
cay T’ ta thay canh €’; boi canh ¢; dé nhan duogc cay Ty. Va vi c(ej) <= c(e’y),
nén T, ciing 13 cay bao trim ngan nhat. Néu cdy T con c6 canh khong thudc
cdy Ty, thi biang cach trén ta lai bién d6i T, thanh T,. Cung ldm 13 sau m
phép bién d6i (m <=n - 1), ta s& nhan duoc ciy T,, chta tit c cic canh cta
cay T, do d6 T,,= T. Trong qua trinh bién d6i cay, tat ca cac cay Ty, Ta,.., T

déu 1a cay bao trim ngin nhét, do d6 T = T,, 13 cAy bao trim ngin nhét.

BAI TAP.

1. Cho db thi dinh huéng trong hinh 18.11. Ap dung thuét toan di qua d6
thi theo bé rong va theo d6 sdu cho dd thi nay khi xuat phat tir dinh a,
dua ra tht ty cac dinh duoc thim cho mdi cach duyét. V& ra cay tao
thanh cho mdi cach duyeét.
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Hinh 18.11. D4 thi cho cac bai tap 1. va 5.

. Cho d6 thi v hudng. Str dung k¥ thuat di qua do thi theo bé rong, hay
dua ra thut toan dé tra 10i cho cau hoi: dd thi c6 lién thong khong,
néu khong thi do thi c6 mdy thanh phan lién thén va mdi thanh phan
gbm cac dinh nao?

. Gia str v va w 1a hai dinh bat ky ctia d6 thi khong c6 trong s6. Sir dung
k¥ thuat di qua dd thi theo d6 sdu, hiy dua ra thuat toan dé cho biét
dinh w c6 dat t6i tir dinh v khong, va néu co thi cho biét duong di
ngan nhét tlr v t&i w.

. Hay viét ham tim kiém theo d6 sau DFS() khong dé quy.

. Hay di qua db thi thinh 18.11 theo d6 sau xuét phat tir dinh f. V& ra
cay dugc tao thanh va cho biét cung nao la cung cay, cung tién, cung
ngugc, cung xién?

. Héy dua vao ham DFS( ) cac Iénh dé gan nhan cho cac cung (mdi
cung c6 thé 1a cung cay, cung tién, cung nguroc hodc cung xién).

. Cho d6 thj dinh hudng. Str dung ky thuat di qua d6 thi theo do sau,
hay viét thuat todn dé cho biét d6 thi c6 chu trinh khong, néu cé thi
can cho biét do la cac chu trinh nao?

. Thiét ké mot thuat toan sip xép topo khong can phai duyét ciy theo
do sau. banh gia thoi gian chay cua thuat toan dua ra.

. Cho dd thi va mot dinh dich v trong do thi. Hiy dua ra thuat toan tim
duong di ngan nhay tu tat ca cac dinh khac téi dinh dich v.

10.(P6 thi ¢6 trong sb 4m). Thuat toan tim durong di ngan nhat Dijkstra

chi ap dung cho d6 thi co trong s6 khong am. Xét do thi ¢é cung véi
trong sO am sau.
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5 8

Do thi nay chuta chu trinh (D, B, C, D) ¢6 trong $6 -7+ 1+3=-3. Do
thi khong thé c6 dudng di ngan nhit tir A dén E, vi mdi lan qua chu
trinh d§ dai duong di s€ giam di —3.

Hay dua ra mot dd thi c6 chira cung voi trong s6 am, nhung
khong chtra chu trinh 4m ma thuét toan Dijkstra cho ra két qua sai.

11.Gia st ta can tim duong di dai nhat tir mot dinh ngudn t6i cac dinh
con lai cua dd thi. Co thé st dung thuat toan Dijkstra vdi céc thay dbi
sau: thay cho chon dinh u € V — S véi D[u] ngin nhit &6 mdi budc, ta
chon dinh u € V — S vé6i D[u] dai nhét, roi thém u vao tap S, sau d6
cap nhat cac gia tri D[v] v&i v eV — S bang cach liy D[v] = D[u] +
C(u, v) néu D[u] + C(u, v) > D[v] ? Néu c6 thé, hiy ching minh; néu
khong, hiy dua ra mot d6 thi ma thuat toan cho ra duong di khong
phai 13 dai nhat.

12.Cho dua ra mot dd thi vé hudng c6 trong sb, sau d6 hiy xay dung cay
bao trim ngan nhat ctia do thi d6 bang cach su dyng:
a. Thuat toan Prim.
b. Thuat toan Kruskal.
Can dua ra két qua cua tirng bude trong qua trinh phat trién cay.
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Hinh 18.12. D6 thi cho bai tap 12

13.Gia str d6 dai cua cac cung cta do thi dugc luu trong mang C[i] [j].
Hay viét chuong trinh cai dat thuat toan Dijkstra béng cach cai dat tap
V — S nhu sau: stt dung mang A[0 ... n-1], trong d6 néu u € S thi
Afu] = -D[u], con néu v € V — S thi A[v] = D[v]. (Gia thiét d6 dai cac
cung 1a s6 duong)

14.Viét chuong trinh cai dat thuat toan Prim bﬁng cach caidattap V-U
nhu sau: str dung mang S[0 ... n-1], trong d6A[u] =-1 néuu € U, con
néuv e V- U thi A[v] =u, trong d6 u € U va do dai canh (u, v) 1a
ngan nhat.

15.Viét chuong trinh cai dat thuat toan Kruskal béng cach cai dat ho tap
con cac dinh bo1 mang nhu sau. Chéng han, néu V = {0, 1,2,3,4,5}
va ho tap con cac dinh 1a {0, 2, 5} , {1, 4}, {3} thi ho nay dugc biéu
dién boi mang sau:
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CHUONG 19

CAC BAI TOAN NP - KHO VA NP - DAY DU

Chung ta da biét nhiéu bai toan, dién hinh 1 bai toan ngudi ban hang,
bai toan bald, bai toan chu trinh Hamilton, ... Cac thuét toan tot nhat dé gidi
quyét cac bai toan nay déu c6 thoi gian chay khong phai 1a thoi gian da thuc,
ching han thuat toan quy hoach dong cho bai toan nguoi ban hang co thoi
gian chay O(n*2"), ... Cho t6i nay chua c6 ai tim ra dugc thuat toan thoi gian
da thirc cho bat ky bai toan nio trong 16p cac bai toan trén. Véan dé dat ra 1a
c6 ton tai hay khong thuat toan thoi gian chay da thic cho cac bai toan trén?

Céc van dé 1y thuyét duoc trinh bay trong chwong nay khong khang
dinh réng, khong tdn tai thuét toan thoi gian da thuc cho céac bai toan trén.
Piéu ma cac nha nghién ctru di 1am duoc 14 chi ra rang, nhiéu bai toan chua
c6 thut toan giai trong thoi gian da thuc 13 ¢6 lién quan véi nhau vé mit
tinh toan. Cu thé 13, chiing ta s& thiét 1ap hai 16p: 16p cac bai toan NP — khoé
(NP-hard) va 16p cac bai toan NP- day da (NP — complete). Mot bai toan 1a
NP-day du c6 tinh chat rang, n6 c6 thé giai duoc trong thoi gian da thirc néu
va chi néu tit ca cac bai toan NP-day du khac giai dugc trong thoi gian da
thirc. Néu mot bai toan NP- kho giai duoc trong thoi gian da thuc thi tat ca
cac bai toan NP-day du giai duoc trong thoi gian da thirc. Nguoi ta di chi ra
rang, 16p NP-day du 1a 16p con ctia 16p NP — khé, nhung c6 bai todn 1a NP —
kho nhung khong phai 1 NP-day du.

Céc 16p bai toan NP-kho va NP - day du 1a rat giau co. Tét ca cac bai
toan ndi tiéng ma ta da quen biét (bai toan ngudi ban hang, bai toan chiéc
bald, va rat nhiéu bai toan t6 hop, cac bai toan cia Iy thuyét do thi ...) déu 1a
NP — kho.

Cac 16p NP — kho va NP - day du lién quan t6i sy tinh toan khong don

dinh (nondeterministic computations). Khong thé thuc hién duoc su tinh
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toan khong on dinh trong thuc té, boi vay vé mat truc quan, ching ta c6 thé
phong doan (chua chimg minh duoc) ring, cic bai toan NP - day du hoic
NP — khé khong gidi dugc trong thoi gian da thue.

Chung ta s& c6 ging trinh bay cac van dé dd néu trén mot cach don

gian, khong hinh thire, khong di sau vao cac chirng minh phuec tap.
19.1 THUAT TOAN KHONG PON PINH

Khai niém thuét toan ma ching ta sir dung cho dén nay c6 tinh chat
rang, két qua thuc hién mdi phép toan 1a duge xac dinh duy nhit. Thuit toan
v6i tinh chat nay dugc goi 13 thuét toan don dinh (deterministic algorithm).

Pinh nghia 1. Lép P bao gom tat ca cac bai toan giai duoc boi thuat
toan don dinh trong thoi gian da thirc (tirc 13 ton tai thudt toan giai quyét né
vo1 thot gian chay da thuc).

Dé xac dinh 16p NP cac bai toan, chung ta can phai dua vao khai niém
thuat toan khong don dinh (nondeterministic algorithm). Sy m¢ rong khai
niém thuat todn don dinh thanh khéi niém thuat todn khong don dinh cling
hoan toan tuong tu nhu khi ta m¢ rong khai niém otomat hitu han don dinh
thanh otomat hitu han khong don dinh. Trong cac thuat toan khong don dinh
chung ta dugc phép dua vao cac phép toan ma két qua cua né khong phai 1a
mot gid tri dugc xac dinh duy nhat ma 13 mot tap hitu han cac gia tri. Cac

phép toan d6 duoc biéu dién bai ham lya chon:
choice(S)

Pay 13 ham da tri, gia tri ctia nd 1a cac phan tir cua tap hiru han S. Ngoai ham

choice, ¢ mo ta cac thuat toan khong don dinh chiing ta dua vao hai lénh:

success

failure
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Céc I¢nh nay 1a cac 1€nh dung, hi€u qua ctia ching sé dugc mo ta dudi day.

Céc thuat toan khong don dinh duoc thyc hién nhu thé nao? Dé thuc
hién thuat toan khong don dinh, ching ta can thuc hién céac tinh toan theo
dong diéu khién duoc quy dinh bdi cac cau 1énh nhu khi ta thyc hién thuat
toan don dinh, chi c6 mot diéu khac biét so vai thuat toan don dinh 13, khi
gap ham lya chon choice(S) thi sy tinh toan dugc phan thanh nhiéu nhanh,
moi nhanh tuong Ung véi mot gia tri duoc chon ra tir tip S, tat ca cac nhanh
nay sé& lam viéc dong thoi va doc 1ap voi nhau. Mdi nhanh tinh toan d6 khi
gap mot ham lya chon khac choice(S’) lai dugc phan thanh nhiéu nhéanh tinh
toan khac. Va nhu vay, khi thuc hién thuat toan khong don dinh, chung ta
can phai thyc hién dong thoi va doc 1ap nhidu duodng tinh toan (duoc tao
thanh tir cic nhanh twong ing véi cac lua chon). Do d, ta co thé quan niém
rang, thuat toan khong don dinh mo ta sy tinh todn song song khong han
ché. Khi ma mot dudng tinh toan gip 1énh success, thi co nghia 1a duong
tinh toan do da duoc tao thanh tir cac lya chon dung din va da thanh cong
cho ra nghiém cua bai todn, khi d6 tat ca cac duong tinh todn déu dimng lam
viéc. Con néu mot dudng tinh toan gip lénh failure, thi c6 nghia la dudng
tinh toan nay di that bai, khong cho ra nghiém cua bai toan, va chi riéng
duong nay dung lam vi¢c. May c6 kha nang thuc hién thuat todn khong don
dinh s€ dugc goi 1a may khong don dinh (nondeterministic machine).
Khong ton tai cic may khoéng don dinh trong thuc té. Sau ddy ching ta s&
dua ra mot vai vi du vé thuat toan khong don dinh.

Vi du 1. Xét bai toan tim xem phan tir x ¢6 trong mang A[0 ... n - 1],
n > 1, hay khong ? Néu c6 ta can in ra chi s6 i ma A[i] = x, néu khong thi in

ra n. Thudt toan khong don dinh l1a nhu sau:

Search (x, A, n)
// Tim x trong mang A[0... n - 1].

1 = choice( 0: n—1);

if (A[i] = =x)
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print(i);
success;
h
else {
print(n);
failure ;

}

Chu ¥ rang, 1énh gan i = choice( 0 : n — 1) cho két qua 1a bién i dugc
gan mat trong céc gia tri trong doan [0 ... n - 1].

Vi du 2. Ching ta dua ra thuat toan khong don dinh dé sap xép mang
A[O ... n— 1] theo thtr ty khong gidm. Trong thuat toan ta sit dung mang phu
B[0...n-1].

Sort (A, n)
// Sap xép mang A[0 ...n-1],n>1.
{
(1) for(i=0;1<n;i1++)
B[i] =
2) for(i=0;1<n;i++)
{
3) k = choice(0:n—1);
4) if (B[k] # o)
failure ;
else
Blk] = A[i] ;
h

(5) for(i=0;1<nl;i++)
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if (B[i]> B[i+ 1])
failure;
(6)  print (B);
// in ra mang B da duoc sip theo tht ty khong giam.
(7) success;

}

Lénh 1ap (1) khoi tao mang B chira mot gia tri khac voi tat ca cac gia
tri trong mang A. Lénh lip (2) thyc hién dit mdi gid tri A[i] trong mang A
vao mang B tai chi s6 k, v6i k duoc lua chon khong don dinh boi 1énh (3).
Lénh (4) kiém tra xem B[k] da chira mot gié tri trong mang A hay chua. Sau
khi thuc hién 1€nh 1ap (2), nhénh tinh toan khong gap 1€nh failure s€ cho két
qua mang B chtra cac gia tri 1a hodn vi cua céc gia tri trong mang A. Lénh
(5) kiém tra cac gid tri trong mang B c6 thoa mén tht ty khéng giam hay
khong.

Bay gid ching ta xac dinh thoi gian thyc hién thuat toan khong don
dinh. Thoi gian nay dugc xac dinh 1a thoi gian thyc hi¢n dudng tinh toan
ngan nhat dan t&i sy két thuc thanh cong (1énh success). Khi danh gid thoi
gian chay cua thuit toan khong don dinh, chung ta c6 thé st dung cac ky
thuat danh gia thoi gian chay cua thuat todn don dinh da trinh bay trong
chuong 15, chi can luu ¥ rang, thoi gian thyc hién ham choice(S) va cac 1énh
success va failure 13 O(1). Chang han, dé dang thiy rang, thuat toan khong
don dinh tim phén tir x trong mang A[0 ... n - 1] (vi du 1) c¢6 thoi gian chay
1a O(1), trong khi d6 thuat toan don dinh (tim kiém tuan ty) can thoi gian
O(n).

Bay gio ta danh gia thoi gian chay ciia thuét todn khong don dinh sap
xép mang A[O ... n - 1] (vi du 2). Trong thuat todn nay, mdi 1énh lap (1), (2),
(5) va 1énh (6) can thoi gian O(n), va do dé thoi gian chay cua thuat toan
khong don dinh nay 1a O(n). Trong chuong 17 ching ta di thdy ring, tit ca
cac thuat toan don dinh t6t nhat dé sip xép mang déu doi hoi thoi gian
O(nlogn).
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Kha nang tinh toan cua thuat toan khong don dinh la rat manh. Nhiéu
bai toan cho t&1 nay ngudi ta mai chi tim ra thuat toan don dinh véi thoi gian
mil dé giai quyét, nhung ching ta c6 thé dé dang dua ra thuat toan khong
don dinh v&i thot gian da thic cho cac bai toan do.

Pinh nghia 2. Lép NP bao gdm tat ca cac bai toan co thé giai duoc
boi thuat toan khong don dinh trong thoi gian da thic.

Bé1i vi thuat toan don dinh 1a truong hop dac biét cua thuat toan khong
don dinh, do do 16p P 1a 16p con cua 16p NP. Nhung cho t&i nay nguoi ta
van chua biét P = NP hay P = NP? Tuc 13, co phai tit ca cc bai toan giai
dugc boi thuat toan khong don dinh trong thoi gian da thirc déu c6 thé giai
duoc boi thuat todn don dinh trong thoi gian da thirc, hay 1a c¢6 bai todn giai
dugc boi thudt toan khong don dinh trong thoi gian da thue, nhung khong
ton tai thuat todn don dinh véi thoi gian da thuc dé giai quyét no? Pay 1a van

dé chua giai quyét duoc, ndi tiéng nhat ciia khoa hoc may tinh.
19.2 CAC BAI TOAN NP-KHO VA NP- DAY DU

Trong qua trinh nghién ctru dé tim cau tra 101 cho vin dé da néu trén,
S. Cook da phat hién ra mdt bai toan thude 16p NP ma néu ta tim duoc thuét

toan don dinh voi thoi gian da thic dé giai quyét no thi P = NP.
Bai toan thoa dwoc trong logic ménh dé

Gié st X, X, ... la cdc bién boolean (gia tri cua chung chi co thé 1a
true hodc false). Ta ky hi€u 1x;1a phu dinh cua x;. Litaral 1a mot bién hoic
pht dinh ctia mot bién. Mot ciu tuyén (clause) 12 tuyén cia cac literal, ching
han x; vl X, V X3 la mot cau tuyén. Mot cong thirc dang chuan hoi 12 hdi cua
cac cau tuyén. Chang han, cac cong thirc sau 13 cac cong thic dang chuan
hoi:

(X1 VX Vi Xg)/\(—| X2\/X3)/\(—| X Vi X3) (1)

(x1 v x2) A (1x0) A (1x2) )
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Chung ta di biét rang, moi cong thic trong logic ménh dé& déu c6 thé
bién doi dua vé cong thuc dang chuan hoi. Mot cong thuc duoc goi 1a thoa
dugc (satisfiable) néu c6 mot cach gan gia tri chan 1y cho cac bién sao cho
cong thirc nhan gid tri true. Néu véi moi cach gan gia tri chan 1y cho céc
bién, cong thirc déu nhén gia tri false thi nd duoc xem 14 khong thoa duoc.
Vi duy, cong thic (1) 1a thod dugc, boi vi véi x; = true, x, = false, x; = false
cong thuc s€ dung; cong thue (2) 1a khong thoa duoc.

Bai toan thoa duogc (satisfiability problem) Ia nhu sau: xac dinh cong
thirc dang chudn hoi c6 thoa dugc hay khong?

Giasu E =E(x;, ..., X,) la cong thuc dang chuin hoi cta céac bién x;,
..., Xp. Thuat toan khong don dinh dé kiém tra E c6 thoa duoc hay khong 13
rat don gian: ta chi can lya chon (khong don dinh) mét trong 2" kha ning
gan gia tri chan 1y cho n bién va tinh gia tri cia cong thirc E twong tng voi

mdi cach gan. Thuat toan khong don dinh 13 nhu sau:

Eval (E, n)

// Xac dinh xem cong thirc E chira n bién c6 thoa dugc khong.
{

for(1i=1;1<=n;1++)

x; = choice (true, false);
if ( gid tri cua E 1a true )
success ; // thoa duoc
else

failure ;

Chung ta danh gia thoi gian thuc hién thuat toan khong don dinh Eval.
Thoi gian dé Iya chon gia tri chan ly cho céc bién x ; (i=1,...,n) (Iénh lap
for) 1a O(n). Thoi gian dé tinh gié tri cua E twong tng voi cac gid tri di lya

chon cuia cac bién 1a O(kn), trong d6 k 13 sb phép hoi trong cong thirc E. Do
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do6 thoi gian chay cua Eval 1a O(kn). Nhu vay, bai toan thod dugc thudc 16p
NP.

Pinh 1y (S. Cook). Bai toan thoa dugc thudc 16p P néu va chi néu P =
NP.

Chting minh dinh 1y ndy rat phtic tap, ching ta khong dua ra. Bay gid
ching ta x4c dinh hai 16p bai toan: 16p NP — kho va 16p NP - day di.

Véi y tudng sir dung thuat toan gidi mot bai toan dé nhan dugc thuét
todn giai cac bai toan khac, chung ta c6 dinh nghia sau:

Pinh nghia 3. Ta no6i bai toan B, quy vé bai toan B, (ky hiéu B, <<
B,) néu ta c6 thé bién doi trong thoi gian da thirc dau vao cua bai toan B,
(input;) thanh dau vao cua bai toan B, (input,) sao cho ta co thé nhan duoc
nghiém cua bai todn B; (output;) tor nghiém cua bai todn B, (output,) bdi
phép bién ddi trong thoi gian da thic.

Tir dinh nghia trén, ta suy ra lugc d6 chimg minh bai toan B, quy vé

bai toan B, 1a nhu sau:

Phép bién Thuat Phép bién

input; | doitrong |input, | toangiai |output,| dditrong |output,
thoi gian B, » thoi gian
da thirc da thirc

D@ dang thiy rang, quan hé “quy v&” ¢6 tinh bic cau, tirc 1a néu B, <<
B, va B, << Bj; thi B; << B;. Cling 10 rang ré‘mg, néu B, quy vé B, va B, la
gidi dugc trong thoi gian da thic thi B cling giai dugc trong thoi gian da
thirc.

Pinh nghia 4. Mot bai toan 14 NP — kho néu bai toan thoa duoc quy
vé bai toan d6. Mot bai toan 1a NP - ddy du néu nod 1a NP- khé va né thudce
16p NP.

Theo dinh nghia trén, bai toan thoa dugc 1a NP - ddy du. Lam thé nao

dé chiing minh mot bai todn 1a NP- kho ? Do quan hé << c¢ tinh béc cau, dé

508



chimg minh bai toan B 1a NP- kho, ta chi can ching minh mét bai toan A
nao d6 ma ta da biét 1a NP — khé qui vé bai toan B, A << B.

19.3 MOT SO BAI TOAN NP - KHO

Muc ndy trinh by mot s6 bai toan NP — khé trong 1y thuyét db thi.
Nhic lai rﬁng, dé chiing minh mdt bai toan B 1a NP — khoé, chung ta co thé
chtirng minh bai toan thoa dugc quy vé bai toan B, hodc ching minh rang,

mot bai todn A nao d6 ma ta da biét 1a NP — kho quy vé bai toan B.
Bai toan dd thi con day du

Gia stt G = (V, E) 1a @6 thi vo hudng, d6 thi G = (V’, E’) duoc goi 1a
db thi con day du cua dd thi G néu V' < V va E’ ¢ E, va véi moi cap dinh u,
v €V’ tOn tai canh (u,v) € E’.

Pinh Iy 1. Bai toan “xac dinh mot dd thi vo huéng G = (V, E) c6 d6
thi con day du k dinh hay khong” 13 bai toan NP - day du.

Chtng minh. Trudc hét ta chirng minh bai toan thudc 16p NP. Thuat
toan khong don dinh véi thoi gian da thie dé xac dinh mot do thi v hudng
n dinh G ¢ chtra d6 thi con day du k dinh (k < n) 1a nhu sau. Pau tién ta
chon (khong don dinh) ra k dinh tir n dinh, sau dé kiém tra xem k dinh d3
chon ra c6 tao thanh d6 thi con déy da khong. Viée kiém tra nay chi do1 hoi
thoi gian O(k?). Piu d6 ching to rang, bai toan thudc 16p NP.

Pé chimg minh bai toan 1a NP — kho, chiing ta s& chimg minh bai toan
thoa dugc quy vé no.

Giast F=C; A Cy A ... A Ci 1a cOng thuc logic ménh dé dudi dang
chuan hoi, F 13 hoi ctia k cau tuyén Ci(i = 1, ..., n). Tir cong thirc nay ta xay
dung d6 thi vé huéng G = (V, E), vé6i tap dinh V va tip canh E dugc xéac
dinh nhu sau:
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V = {(a,i),trong d6 a la mot literal trong cau tuyén C; }
E={((a,i),(B,j)),trongddi=jvac=|p}

Chung ta s& ching minh rang, cong thirc F 13 thoa dugc néu va chi
néu dd thi G c6 dd thi con day du k dinh. That vy, néu cong thic F thoa
duoc thi ton tai cach gan gia tri chan 1y sao cho mdi cau tuyén C; chira mot
literal oo dugc gén true voii=1, 2, ..., k. Trong dd thi G, ta chon ra k dinh
(a, 1) voii1i=1, 2, ..., k va a Ia literal dugc gén true. V&i hai dinh bat ky
duoc chon ra (a, 1) va (B, j), vi a va B cung dugc gan true, nén o # ] B. Do
d6 k dinh di chon ra d6 tao thanh do thi con day du cua dd thi G. Nguoc lai,
gia st d0 thi G chira do thi con ddy du k dinh. Ta dua ra cach gan gia tri
chan 1y cho cac bién trong cong thirc F nhu sau. Néu (o, 1) 1a mot dinh cta
d6 thi con day du va o 13 bién x thi x dugc gan true, con néu o 13 phi dinh
ctia bién y thi y dugc gan false. Vi cach gan nay tat ca cc cau tuyén C; déu
chira mot literal cé gia tri true va do d6 cong thirc F nhan gia tri true, tuc 1a F
thoa dugc. Mat khac, viéc xay dung dd thi G tur cong thuc F va viéc xay
dung cach gan gié tri chan 1y cho cac bién cua cong thirc F tir dd thi con day
du cua d6 thi G, dé dang thdy, chi doi hoi thoi gian da thirc. Do d6 bai toan
1a NP - day du.
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Hinh 19.1. P6 thi va chu trinh Hamilton
Bai toan chu trinh Hamilton

Mot chu trinh Hamilton trong d6 thi (dinh hudng hodc v6 huéng) G =
(V, E) 1a mot chu trinh di qua tat ca cac dinh cta do thi ding mat 14n va tro
vé dinh xuét phat. Chéng han, do thi dinh hudng trong hinh 19.1 c6 chu trinh
Hamilton A EBFCD A E.

Pinh ly 2. Bai toan “xac dinh mdt dd thi ¢6 chu trinh Hamilton hay
khong” 12 bai toan NP - day du.

Chiing ta dé dang dua ra thuat todn khong don dinh véi thoi gian chay
da thirc dé xac dinh mot d6 thi 1a c6 chu trinh Hamilton hay khong (bai tap).
Pé chimg minh bai toan 1a NP — khé, chiing ta c¢6 thé ching minh bai toan
thoa dugc quy vé nd. Chimg minh diéu nay 13 kha phirc tap, chung ta khong

dua ra.
Bai toan nguoi ban hang

Bai toan nguoi ban hang dugc phat biéu nhu sau: Cho do thi day du
co trong s0, ching ta can tim mot chu trinh Hamilton c6 d6 dai ngén nhat.

Pinh ly 3. Bai todn nguoi ban hang 1a bai toan NP — kho.

Chting minh. Chung ta s& ching minh rang, bai toan chu trinh
Hamilton quy vé bai toan nguoi ban hang. Gia stt, G = (V, E) 1a mot db thi
dinh huéng c6 n dinh, [V |= n. Tir dd thi G, ching ta xay dung mot dd thi
dinh hudéng day du co trong sé G’ nhu sau. Cac dinh cua G’ 1a cac dinh cua
G. Vi hai dinh bét ky u, v, thi d§ dai ctia cung (u, v) trong G’ dugc xac dinh
1a c(u, v) nhu sau:

c(u, v) = 1 néu (u, v) thuoc E

c(u, v) = 2 néu (u, v) khong thuoc E.
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R rang 13, néu d thi G c6 chu trinh Hamilton thi chu trinh Hamilton
ngan nhat trong d6 thi G* ¢6 do dai 1a n. Con néu G khong cé chu trinh
Hamilton, thi chu trinh Hamilton ngan nhat trong G* s& ¢6 d6 dai >n + 1.

L6p céc bai toan NP - ddy dii va NP — kho 13 rat rong 16n. Chung ta co
thé tim thdy céc bai toan NP — kho trong rat nhiéu linh vuc khac nhau cua
khoa hoc, cong nghé va trong doi séng. Khi phai giai quyét mot bai toan 1a
NP — khé, ta c6 thé tin tuong (mic dau chua ching minh duoc ) rang, khong
ton tai thuat toan v&i thoi gian da thirc cho bai toan d6. Vi vay, cac nha
nghién ctru chl ¥ t6i cac phuong phap giai gan dung cac bai toan NP — kho.
Pic biét, trong cac nam gin day, ngudi ta tip trung nghién ctu cac thuat
toan heurictic, chang han cac thuat toan di truyén, dé giai quyét cac bai toan
NP — kho.
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CHUONG 13
HQ CAC TAP KHONG CAT NHAU

Trong chuong nay ching ta s€ nghién ctu KDLTT ho cac tap khong
cit nhau (the disjoint set ADT). Chiing ta ¢6 mdt ho céac tdp con khong cit
nhau cua mot tap da cho. Trén ho cac tap con ro1 nhau do, ching ta chi quan
tam td1 hai phép todn: phép hop (union) va phép tim (find) (cac phép toan
nay s€ duogc xac dinh trong muc 13.1). Ching ta s€ nghién ctru cach cai dat
ho céc tap con rd1 nhau sao cho hai phép toan hop va tim dugc thuc hi¢n
hiéu qua. KDLTT ho cac tip khong cat nhau 1a dic biét hiru ich trong thiét
ké thudt toan, chang han cac thuét toan do thi, thuat toan tim to tién chung
gan nhat cua hai dinh bat ky trong mot cdy... Cudi chwong nay, chung ta s&
trinh bay mot vai tng dung: sir dung cac phep toan hop va tim dé giai quyét
van dé tuong duong, dé tao ra mot mé 10.

13.1  KIEU DU LIEU TRUU TUQNG HQ CAC TAP
KHONG CAT NHAU

Gia st chung ta ¢c6 mot tap hiru han S gém n dbi tuong. Gid st Sy, S,,
..., Sy 1a cac tap con khong rong cua S sao cho:
Sl & SzU e Y Sk:S
va  Si N Sj=¢ voii#]
Noi mot cach khéc, cac tap con Sy, ..., Si 1a mdt phan hoach cua tip S. Mdi
tapcon S; (1= 1, ..., k) dugc gén nhan. Chung ta chon mdt phﬁn tu trong tap
con S; lam nhan cho S;, phﬁn tir dugc chon lam nhan d6 duoc goi la phﬁn tw
dai biéu cua tdp con S;. Can luu ¥ rang, chon phan tir ndo trong mot tdp con
lam phén tir dai biéu cho tap do cling dugc, tuy nhién trong cac ung dung,
cac phﬁn tir dai biéu cho cac tap con thuong dugc chon theo mot quy luat
nao d6, chang han phan tir dai biéu 1a phan tir nhoé nhat trong tap.
Céc phép toan trén ho cac tap con khong cit nhau cua tip S duogc xac
dinh nhu sau:
1. Khoi tao. Tao ra mdt phan hoach cua tip S gém |S| tap con, mdi tap
con chi chira mot phan tir cua tap S.
2. Union(x, y). Hop nhat hai tp con chta dai biéu 13 x va y thanh mot
tap con.
3. Find(x). Gia str x 1a mot phan tir cia tip S, phép toan ndy can tra vé
phan tir dai biéu cua tap con chua x.
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Vidu. Giasu S = {0, 1, 2, ..., 9}. Phép toan khoi tao s€ tao ra mot
phan hoach cta S gém 10 tp con: {0}, {1}, ..., {9}. Gia sir ta c6 ho céc tap
con khong cat nhau:

{0, 3, 5}, {1, 7}, {4 8}, {2,6,9}
trong do dal biéu ctia mdi tap con 1 phan tr nho nhét, chang han dai biéu
cua {2, 6, 9} 1a 2. Khi d6 phép Union(1, 4) cho ta tap con {1, 7, 4, 8} v&i dai
biéu 1a 1. Sau phép hop nay, ta c6 phan hoach:

{0, 3,5}, {1,4,7,8} va {2,6,9}

Pén day, néu thyc hién phep toan Find(7), phép toan nay s€ tra ve 1,
vi 1 1a dai biéu cua tip con chua 7.

Chu ¥ rang, trong cac tng dung, phép toan tim thuong duge st dung
dé tim cdu tra 151 cho cau hoi: Vi hai phan tir bat ky a va b cia tip S, chiing
c6 nam trong cing mot tip con cua phan hoach hay khong? Chung sé& thudc
cung mot tap con néu Find(a) = Find(b) va khong néu Find(a) # Find(b).

13.2 CAI PAT PON GIAN

Gia str S 1a mot tap gém n phan tir duoc danh sd tr 0 dénn—1, S =
{0,1,....,n-1}, mdii, 0<i<n-—1, duwoc xem nhu tén go1 ciia mdt ph?m tr
trong tp S. Chung ta co thé gia thiét nhu vay, boi vi chung ta chi quan tim
td1 mot phén tur 1a thudc hay khong thudéc mdt tap con trong mdt phan hoach,
va khong can thuc hién mot tinh toan nao trén cac dit lidu vé cac phﬁn tr cia
tap S.

Mot cach don gian nhat dé cai dat mot phan hoach cua tap S 1a su
dung mot mang A[O ... n - 1], trong do A[i] luu dai biéu cua tap con chura 1.
Chang han, gia sit S = {0, 1, ..., 9} va ho cac tap con 1a {0, 3, 6}, {1, 2, 4,
9} va {5, 7, 8}, trong do phan tu’ dai biéu ctia mot tip con dugc chon 1a phan
tir nho nhét trong tip con d6. Khi d6 ho céc tap con khong cit nhau trén
dugc biéu dién boi mang sau:

Lo [t [t Jo [ 1[5 Jo [5 |5 |1

Vi cach cai dat nay, phep toan Find(1) (tim dai bleu cua tap con chira
phan tir i) chi can thoi gian O(1), boi vi chung ta chi can truy cp toi thanh
phan A[i] cia mang.

Bay gi¢ ching ta xet xem phép hop duge thyc hién nhu thé nao. Gia
st ta can 1y hop cua tap con c6 dai bleu 1a i v6i tap con c6 dai biéu 13 j. Bé
thuc hién phép toan Union(l, j), ta chi can duyét mang, va tai moi thanh phan
mang chta j ta thay j bai i. Nhu vay, phép hop duogc thyuc hién rat don gian,

353



nhung né doi héi thoi gian O(n), vi ching ta can xem xét tit ca n thanh phan
cua mang.

Toém lai, voi cach cai dat ho cac tdp ro1 nhau bdi mang nhu da trinh
bay, phép tim chi can thoi gian hang, song thoi gian thyc hién phép hop 1a
tuyén tinh theo cd cua tap vii tru S.

Trong muc sau day, ching ta s¢ dua ra cach cai dat khac, trong cach
cai dat nay phep hop dugce thyuc hién trong thoi gian hang; con phép tim mic
dau khong thé thyc hién trong thoi gian hang, song su phan tich tra gop da
chi ra rang, thoi gian chay tra gop ctia phép tim 13 xap xi véi thoi gian hang.

13.3 CAIPAT BOI CAY

Chung ta biéu dién mdi tap boi mot ciy, gbe ciia ciy chira phan tir dai
biéu cua tap d6, mdi dinh cta cdy khong phai 14 gdc s& chira mot phan tir ctia
tap do6 va chira con tro trd to1 dinh cha. (Vi the cay duoc goi la cay huong
Ién (up — tree)). Nhu vay, ho cac tap khong cat nhau s& dugc biéu dlen boi
mot ring cdy. Voi gia thiét cac phan tir cua tap vii tru S duoc danh sb tir 0,

.. dénn— 1, chiing ta c6 thé cai dat ring cay da mo ta trén boi mot mang
A[O ... n-1], trong d6 néu cha cta dinh i 13 dinh j thi j dwoc luu trong A[i],
con néu i 1a géc cua mot cay thi A[i] chra —1. Vi duy, gia st ching ta c6 ho
tap con {0, 7}, {8, 1,5} va {3, 6, 2, 4, 9} duoc biéu dién béi cac cay trong
hinh 13.1a, khi d6 rimg cac cay nay dugc cai dat bédi mang trong hinh 13.1b.

(0) (8 ) ()
O O O O @
OO

(a)
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(b)

Hinh 13.1. (a) Rirng cy biéu dién ba tip con {0, 7}, {8, 1, 5}
va {3,6,2,4,9}.
(b) Ming cai dait rirng cay trong hinh (a)

Néu chiing ta biéu dién cac tap con boi cac cdy huong I€n, thi phép
hop dugc thyc hién rat don gian. Chung ta chi can lam cho mot trong hai cay
tr¢ thanh cay con cua goc ctia cdy kia. Chang han, néu chung ta thyc hién
phép Union(0, 8), tuc la liy hop cta hai tap con duoc biéu dién boi hai cay
dau tién trong hinh 13.1a, ta co thé gin cay thir hai thanh cdy con cua gbc
ctia cdy dau tién. Két qua 1a tir ba cdy trong hinh 13.1a ta nhin duoc hai cay
nhu trong hinh 13.2a. Trén mang, phép hop Union(0, 8) dugc thuc hién chi
boi mdt phép gan A[8] = 0, mang sau khi thyc hién phép hop Union(0, 8))
dugc cho trong hinh 13.2b. RS rang 1a phép hop theo phuong phép da trinh
bay trén chi can thoi gian O(1).

355



Hinh 13.2. (a) Rirng cay sau khi thue hién phép hgp Union(0, 8)
tir rirng cay trong hinh 13.1a.
(b) Ming nhan dwge tir mang 13.1b sau khi thuc hién
phép hgp Union (0, 8)

Phép tim phan ttr dai biéu cua tp con chira i, Find(i), dugc thuc hién
bang cach di tir dinh chira i 1én gbc cdy. Thoi gian thuc hién phép tim duong
nhién 1a ty 18 voi do dai cua dudng di trong cdy. Gia sir chung ta xuat phat tir
ho n tap con mot phan tir {0}, {1}, ..., {n- 1}. Néu chiing ta thuc hién lién
tlep n — 1 phép hop hai tap con dau tlen trong ho, va luén ludn cho cdy biéu
dién tap dau tién thanh cay con cua gdc cua ciy biéu dién tip tht hai, thi tir
rung cay trong hinh 13.3a ta thu dugc mdt cay trong hinh 13.3b. Cay nay
thuc chat 1a mot danh sach lién két. Thoi gian thuc hién phép tim phﬁn tr &
murc k trong cay nay 1a O(k), va trong trudng hop x4u nhat 13 O(n), d6 1a
truong hop khi ta thuc hién Find(0).

@@@ .......... @

(b)
Hinh 13.3. (a) Rirng ciy ban diu.

(b) Cay két qua cua cac phép hop trong
trwong hgp xau nhat
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Tom lai, néu thuc hién phép hop bang cach cho mot cdy thanh ciy con
ctia gbc cua cay kia, thi phép hop chi can thoi gian O(1), song thoi gian thyc
hién phép tim trong truong hop xau nhat 1a O(n). Van dé duoc dit ra 13, sir
dung CTDL cay huéng 1én dé biéu dién tap hop, chung ta co thé thuc hién
ca phép hop va phép tim trong thoi gian hang dugc khong? Cac nghién ciru
sau day s€ tra 101 cau hoi nay.

13.3.1  Phép hgp theo trong )

Chung ta s& cai tién phép hop nham han ché do cao cua cay két qua va
do d6 phép tim s& nhanh hon. Y tudng 1a, khi hop nhét hai cay thanh mdt
cdy, ta s€ lam cho cay “nho hon” tr6 thanh cay con cua gbc cla cay kia.

Chung ta goi trong sb cua cay 1a sb dinh cia ciy, trong sb cua cay T
dugc ky hi¢u 1a welght(T) Phep hop bay gid dugc thuc hién nhu sau. Cho
hai cdy T, va T can hop nhat khi d6 néu weight(T;) < weight(T>) thi ta gin
cdy T, thanh cay con cua gbc cuia cdy T, néu nguoc lai thi ta gan cay T,
thanh cdy con cta gdc cia cay T;. Phep hop duge thyc hién theo quy tic nay
dugc goi la phép hop theo trong i) (union-by-weight).

Dé cai dat phép hop theo trong sb, chiing ta can luu trong sd ciia cac
cay. Diéu nay khong c6 gi la kho khan. Trong mang cai dat rung cay da noi
trudce kia, néu i la goc cua mot cay, thi thay vi A[i] Iuu —1, ta cho A[i] luu —
m, trong d6 m 13 s6 dinh cta cdy gdc i. Chang han, cc cdy trong hinh 13.1a
bay gio duoc cai dat bo1 mang sau

Néu chung ta 1ay hop theo trong s cua hai cay dau tién trong hinh 13.1a, thi
ta can cho dinh goc cua cay thr nhat trd tdi cha n6 1a dinh goc trong cay

thr hai, tirc 1a
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Trén mang A, ta chi can cac 1énh gan A[0] = 8, va A[8] = -5, béi vi trong sb
ctia cay gdc 8 bay gid 1a 5.

RS rang 1a phép hop theo trong sO chi can thoi gian O(1). Néu thuc
hién cac phep hop theo trong s6 thi thoi gian thyc hién phép tim trén mot
cay bat ky 1a két qua ciia mot day phép hop theo trong sd xudt phét tir cac
cay chi c6 mgt dinh s€ dugc cai thién ra sao? Ching ta chirng minh dinh ly
sau day

Pinh 1y 13.1. B cao cua cdy n dinh duge tao thanh tir két qua cua
mot diy phép hop theo trong sb xudt phat tir cac cay chi c6 mot dinh khong
16n hon |_10gnJ + 1.

Nhé lai rang, do cao cua cdy 1a s6 dinh nam trén dudng di dai nhét tir
gbc t6i 14, do cao cua cay T s& dugc ky hiéu 1a height(T). Gid st T la cay n
dinh dugc tao thanh b&i mdt day phép hop theo trong s6. Ta can chung minh
height(T) < [logn] + 1. Chung ta ching minh bit ding thirc ndy bang quy
nap theo sd dinh trong cdy. Vi cdy chi c6 mot dinh, khang dinh 1a dtng, vi
1< [logl] + 1. Gia st khing dinh d3 dung cho tit ca cac cdy c6 sb dinh <
n-1, va T 1a cdy c6 n dinh dugc hinh thanh ttr phép hop hai cay T, va T,. Gia
str cdy T, ¢6 m dinh, cay T, ¢ n — m dinh. Khong mat tinh tong quat, ta co
thé gia thiét rang 1 < m < n/2. Khi d6 lay hop cua hai cay T, va T, theo
trong 30, cay T s€ dugc tao thanh nhu sau:

cay T

R rang 13, d6 cao cua cay T hodc bang do cao cua ciy T, hodc bang do cao
cua cay T; cong thém 1.
Trong trudng hop thir nhit, ta co:

height(T) = height(T,) < | log(n — m) |+ 1

<| lognl+1

Néu truong hop thir hai xay ra thi:

height(T) = height(T,) + 1

<|logm]+2
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<|log(n/2)]+ 2
<| lognl+ 1.

Chung ta dua ra mot vi du chimg t6 ring, can trén |_10gnJ + 1 cua do
cao cua cdy trong dinh 1y 13.1 1a khong thé ha thap. Gia st n = 2°. Ban dau
ta ¢c6 8 cay 1 dinh, hinh 13.4a. Thuc hién cac phép hop Union(0, 1),
Union(2, 3), Union(4, 5), Union(6, 7) ta thu dugc céc cdy trong hinh 13.4b.
Thuce hién tiép cac phép hop Union(0, 2), Union(4, 6) ta nhan dugc cac cay
trong hinh 13.4c. Cudi cing thuc hién phép hop Union(0, 4) ta nhan dugc
cdy hinh 13.4d. Cay nay c6 do cao 4 =|log8] + 1.

LHORO0101010J0X010,

"5 ¢
@/@2 @f@
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Hinh 13.4. CAy trong truwong hop xiu nhit dwoc tao thanh
tir day phép hgp theo trong so

Tir dinh 1y 13.1 ta suy ra rang, néu sitr dung phép hop theo trong s, thi thoi
gian thuc hién phép tim trong trudng hop xau nhét 1a O(logn), trong d6 n 1a
s6 phan tir cua tp vil tru. Néu ching ta tién hanh mot diy phép toan gébm n
phép hop va m phép tim, thi thoi gian trong trudng hop x4u nhat 1a
O(mlogn).

Thay cho viéc luu trong s cua cac cdy, chiing ta c6 thé luu do cao cia
cac cay va thuc hién phép hop theo do cao (union-by-height). Ban doc hay
dua ra quy tic thyc hién phép hop theo do cao va ching minh khang dinh
twong tu nhu trong dinh 1y 13.1.

Mot cau hoi duge dit ra 14, lidu cd thé cai thién thoi gian thyc hi¢n
phép tim dugc nita khong? That dang ngac nhién, cau tra 101 1a co.

13.3.2  Phép tim v6i nén dudng

Nham cai thién hon nira thoi gian thuc hi¢n phép tim, khi thuc hién
mot phép tim chung ta s€ thuc hién kem theo mdt hanh dong dugc goi 1a nén
duong (path-compression). Khi bleu dién mot tap con boi cay voi phan tir
dai biéu cta tap dugc chira trong gbc clia cay, dé thyc hién phép tim Find(a)
chung ta can phai di tir dinh a theo cac con tro Ién gbc cdy. Puong tir a 1én
gbc cay duge goi 1a dwong tim, ching han, néu thuc hién Find(7) trong cay
hinh 13.4d thi duong timla 7—-6 -4 — 0.

Nén duong co nghia la, khi thyc hién phép tim Find(a), ching ta thay
d6i tit ca cac con tré nam trén duong tim tir a 1én gde, cho chung troé t6i gbe
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cay. Nén duong dugc minh hoa trong hinh 13.5, duong tim dugc tim ra khi
thuc hién Find(a) dugc chi ra trong hinh 13.5a, cdy thu dugc sau khi nén
duong dugc cho trong hinh 13.5b.

T, T, Ts Ty

(b)

Hinh 13.5. (a) Cay trong d6 Find(a) sinh ra mot dwong tim.
(b) Cay két qua sau khi nén dudng.

Can luu ¥ rang, viéc thuc hién nén dudng kém theo phép tim khong
lam ting thoi gian thuc hién phép tim, phép tim van chi doi hoi thoi gian ty
1& v6i do dai cua duong tim. Truc quan ching ta thiy rang, nén dudng lam
cho tat ca cac dinh nam trong cac cdy con gc tai cac dinh trén duong tim tro
nén gén géc hon. Chéng han, cac dinh trong cac cay con Ty, T,, T; cua cay
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trong hinh 13.5b gan gdc hon khi chiing & trong cdy hinh 13.5a. Diéu d6 tao
diéu kién cho céc phép tim thuc hién sau s€ hi¢u qua hon.

R4 rang 1a viéc thuc hién phép tim vé1 nén duong khong anh hudng gi
dén thoi gian thuc hién phép hop. Thoi gian chay ctia phép hop van con 1a
O(1). Néu phép hop 1a phép hop theo trong sb (hodc phép hop theo do cao),
phép tim 1a phép tim v61 nén duong, thi thoi gian thyc hién phép tim s€ ra
sao? Nguoi ta da chimg minh dugc rang, thoi gian chay tra gép ciia phép tim
1a rat gan O(1). Két luan nay duoc suy ra tir dinh 1y sau day.

Dinh 1y 13.2. Gia su pheép hop theo trong so va phép tim vdi nén
dudng dugc thuc hién trén ho cac tip con ban dau gém n tip mot phan tir.
Khi do6 thoi gian thyc hién mot ddy m phép hgp va phép tim, véi m > n, 1a
O(mlog*n), trong d6 log*n 1a ham dugc xéc dinh nhu sau:

log*n =min{1 =0 | log(i)n <1}
v6i log®n 1a

logn = log (log (... (logn)))

1lan

Chung minh dinh ly 13.2. la cuc ky phuc tap, chung ta khong dua ra ¢
day. Dé hiéu rd ban chat ctia khang dinh trong dinh 1y 13.2, chung ta can biét
dic diém cua ham log*n. Ham nay tang cuc ky cham. Ban s& thiy duoc diéu
nay qua mot sb gia tri ciia ham:

log*2 =1
log*4 =2
log*16 =3

log* 65536 =4

log* 26553 = 5
Tuc la dé gia tri cia ham vugt qua 5 thin c‘én phai 16n hon 2°°°°°. Pay 1a con
s0 cuc ky khong 16, n6 16n hon s6 cac phén tur trong vii try ma ta quan sat
dugc! Do 1a co sé dé ta co theé xem rang O(mlog*n) 1a O(m).

13.4 UNG DUNG

Céac phép toan hop va tim trén ho cdc tp khong cat nhau dugc si
dung trong thiét ké va cai dit nhiéu thuat toan cho cac van dé khéac nhau,
chang han thuat toan tim cdy bao trim ngan nhat cta do thi vo hudng (thuat
toan Kruskal), thuat toan tim t6 tién chung gin nhat cta hai dinh bat ky
trong mot ciy (thudt toan nay rat quan trong trong cic ap dung cua 1y thuyét
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d6 thi, trong Biomformatics). Trong muc ndy ching ta s& minh hoa céach sir
dung phép hop va phép tim dé thiét ké thuat toan thong qua hai ap dung.

13.4.1  Van dé twong dwong

MGt quan hé R trén tap S 1a mot ho nao do6 cac cap phﬁn tir cta S. Néu
cap (a, b) € R ta s€ nd1 a ¢c6 quan hé¢ R v6i b va ky hi¢u aRb. Quan h¢ R
dugc goi 1a quan hé twong dwong néu nd thoa min céc tinh chat sau:

e Tinh phan xa: aRa véimoi a € S.
e Tinh ddi xtng: aRb néu va chi néu bRa.
e Tinh bac cau: aRb va bRc kéo theo aRc.

Chung ta s€ ky hi¢u quan hé twuong duong boi ~. Lop tuong duong
ctia phan tir x € S, ky hiéu 1a [x], gom tit cd a € S ma a ~ x (a tuong duong
v6i x). D& dang chimg minh dugc ring, cac 16p twong dwong tao thanh mot
phan hoach cua tép S.

Doi v6i mot quan hé tuong duong, van dé dugc dit ra 1a: véi hai phan
tr bat ky a va b ctia S, chiing ta can biét a c¢6 twong duong v0i b hay khong?
Néu quan hé twong duong di hoan toan xac dinh trude, van dé dugc giai
quyét rat don gian: danh sd cta phan tir cia St 0, 1, ... dén n — 1, luu quan
hé twong duong trong mang boolean A[0... n-1], [ 0 ... n-1]; truy c@p thanh
phan A[i], [ j] ta s& biét i va j 1a twong duwong hay khong. Tuy nhién, thong
thudng chung ta chi biét trudc mot tdp ndo d6 cac cip twong duong (i, j).
Chung ta can dua ra cau tra 10i nhanh cho cau hoi: véi cip phan tor méi (a,
b), chiing c6 twong duong hay khong?

Tu cac cap tuong duong (i, j) da cho, ching ta s€ tao ra cac 16p tuong
duong. Piéu nay duoc tién hanh nhu sau. Ban dau m01 phan tir cua tap S 1a
mdt 16p twong duong chi chira mot phan tir. Voi mdi cap tuong duong (1, j),
ta st dung cac phép tim Find(i) va Find(j). Néu chung tra vé cac dai biéu x
va y khac nhau, thi ta sit dung phép hop Union(x, y) dé két hop hai lop
tuong duong [x] va [y] thanh mot 16p mdi va huy bo hai 16p d6. Con néu
Find(i) va Find(j) tra vé cing mot dai bleu thi c6 nghia 1a 1 va j da thudc
cung mot 16p twong duong, va ta khong can phai 1am gi véi cip (i, j) nay.
Sau khi da tao ra cac 16p twong duong tur cac cdp tuong duong (i, j) dé cho,
dé c6 cau tra 101 cho cip (a, b) dugc hoi, chung ta chi can st dung cac phép
tim Find(a) va Find(b).
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13.4.2 Taora mélg

Hinh 13.5 biéu dién mot mé 16 5 x 6. Chung ta quan niém mot mé 16
nhu mét 1au dai hinh chir nhat gdm m x m phong, mdi phong hoic 1 ¢ cira
thong sang phong bén canh, hoac 1a bi ngan cach vdi phong bén canh boi
btrc tuong (mdi phong ké véi 4 phong 1an cén, trir cac phong & canh tudng
bao ngoai ¢ s6 phong ké it hon). Lau dai c6 mot cira vao & phong goc trén
bén trai va mot 16i ra & phong goc dudi bén phai (xem hinh 13.5). Tir mot
phong bt ky ta c6 thé di tdi mot phong bat ky khéac trong 1au dai. Mé 16 can
dugc thiét ké sao cho nguoi di vao 1au dai tim duoc 16 ra khoi 1au dai 1a hét
strc kho khan.

Hinh 13.5. Mt mé 1§

Sau day chung ta s€ trinh bay mot thuat toan thiét ké mé 1. Ching ta
danh sb cac phong tir 0 dén p. Ban dau tat ca céac phong déu ngan cach boi
buc tuong voi cac phong ké nhu trong hinh 13.6. Diéu niy c6 nghia 1 ban
dau ta xem moi phong ¢ trong mét tp con riéng biét. Téi mot lac nao do,
moi mot tap con s€ gom tat ca cac phong lién thong voi nhau, tic la tr mot
phong bat ky trong tip ta co thé di toi phong bat ky khac trong tap. Tai mdi
budc chung ta s& chon ngau nhién mot birc tudng ngin cach 2 phong a va b.
Str dung phép tim, néu Find(a) = x, Find(b) =y va x # y, thi diéu d6 c6 nghia
la a va b khong lién thong voi nhau, va ta pha buc tuong dé ctra cho 2 phong
a va b thong v6i nhau. Pidu ndy dugc thuc hién bang cach sir dung phép hop
Union(x, y) dé hop nhét tap con chita a véi tap con chira b. Con néu a va b
da lién thong voi nhau, tirc Find(a) = Find(b), thi ta dé nguyén birc tudng do.
Lip lai qua trinh trén cho toi khi tat ca cac phong 14 lién thong véi nhau.
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13 | 141516 |17

18 119 |20 |21 22 | 23

24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29

Hinh 13.6. Khai tao mdi phong & trong mét tip con riéng
(moi phong khong c¢6 cira thong sang phong bén canh)

bé théy dugc thuat toan trén lam viéc nhu thé nao, gia st td1 mot giai
doan nao d6 ching ta c6 trang thai cua cic phong nhu trong hinh 13.7. O
tinh hubng ndy, ching ta c6 ho cac tip cac phong lién théng voi nhau nhu
sau: {0, 1}, {2,3,4,5,8,9, 10, 15, 16, 17}, {6}, {7, 12, 13, 18, 24}, {11},
{14, 19, 20, 25, 26}, {21, 27}, {22, 23, 28, 29}. Gia st dai biéu ctia mot tap
con 1a phong c6 s6 hiéu nho nhat. Bay gio ching ta chon ngiu nhién mot
btic chua dit cira, chang han d6 1a btc tudng ngan cach phong 9 va phong
15. Chung ta thay rang phong 9 va phong 15 di lién théng v6i nhau, bai vi
Find(9) = Find(12) = 2, ttrc 14 chung & trong cting mot tip, va do do6 ta dé
nguyén btrc tudng ndy. Chon ngiu nhién mot buc tudng khac, ching han
blrc tuong ngan cach phong 18 va phong 19. Phép tim Find(18) cho ta dai
biéu cua tap con chira 18 1a 7, phép tim Find(19) cho ta dai biéu cta tip con
chtra 19 1a 14, nhu vay 18 va 19 thudc cac tap con khac nhau, va diéu nay co
nghia 1 chiung khong lién thong véi nhau. Do d6 ta can duc ctra & biic tudng
ngin cach phong 18 va 19. Sir dung phép hop dé hop nhat tap con chira 18
va tap con chira 19 thanh mdt tap con.
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Hinh 13.6. Mt tinh hudng trong qua trinh thyc hién
thuat toan xay dung mé 1§

0 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 | 11
12113 | 14| 15| 16 | 17
181 19" 20| 21 | 22| 23
24 | 251 26 | 27 | 28 | 29
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